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RESUMEN

En este articulo mostramos los hechos que determinan la configuracién de enlaces en objetos solidos. Es posible
efectuar predicciones de estas configuraciones por medio de la aplicacion de las leyes de transformacion de
coordenadas homogeneas, las cuales relacionan los marcos de referencia del movimiento. Las ecuaciones de
movimiento pueden ser huméricamente resueltas utilizando el método algoritmico de Newton-Raphson en funcidn
de la unién de los &ngulos para un sistema de brazo manipulador, en el plano con tres grados de libertad. Algunas
simulaciones fueron realizadas en una animacion flash macromedia desarrollada que nos permiti6 introducir los
angulos de union para la posicion deseada.
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INTRODUCCION posible encontrar Informacion mas técnica y
El &rea de conocimiento llamada cinematica detallada en muchas referencias en articulos
inversa es el proceso de determinar los de _dlvulgamon. Inwtamos, a los lectores
parametros de una union de objetos flexible curiosos a leer estos articulos para que
(una cadena cinematica) con el propdsito de gmpllen Su conocimiento en esta Interesante
adquirir una posicion deseada (Grochow et area.

al., 2004). Esta area de conocimiento es un

tipo de planeacion del movimiento, siendo FUNDAMENTO MATEMATICO
también relevante para la programacion de Un cuerpo rigido puede ser
juegos y a la animacion en 3D (Flores et al., considerado como un conjunto de puntos en
2008). La aplicacion mas comdn es conectar el espacio cuando la distancia entre los dos
fisicamente a los personajes con la vida real, permanece constante. Esta restriccion es de
por ejemplo, hacer que los pies toquen la relevante importancia, ya que reduce el
tierra firmemente sobre un terreno. Un juego ndmero de grados de libertad necesaria para
de pardmetros matematicos son articulados a expresar el movimiento como 3N. En este
través de varias representaciones caso, N es el nimero de objetos que
matematicas para desarrollar una conjunto describen al objeto solido a solamente 6. De
fisico de segmentos rigidos conectados en estos seis grados de libertad, tres definen la
varios  puntos (Goldstein, 2002). Como translacion y los restantes definen la
consecuencia, un namero enorme de angulos rotacién (Angeles, 2003).

variantes pueden ser unidos para generar un

numero indefinido de configuraciones. Es
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La rotacién de un cuerpo rigido se
expresa por medio de los angulos de Euler.

Usando la convencion z-x-z. La rotacién del
cuerpo rigido es dado por:

cosd singd 0|1 0 0 cosa sina 0
R(0,8,a)=|-sind cosd 0|0 cosp sing | —sina cosa O|=..
0 0 1|0 —sing cosp 0 0 1
1
C,C,—C4S,S, CS,+C,ChS, S8,
—C,C,S, —C,S, C,C,C,—S,S, CS,
S,y —C,S C,
en donde la matriz en la extrema derecha cos” sin t ~
representa la rotacion o alrededor del eje z sin cost t || ROt R()el? 3
del marco de referencia original. La matriz Y 0|1
en el medio representa la rotacion 0 0
alrededor de un eje intermedio x el cual es . L
La misma representacion  es

la "linea de". La matriz a la extrema
izquierda representa la rotacion 6 alrededor
del eje z del marco de referencia final. En
las matrices en (1), C, representa cos(o), Sp
representa sin(p), y de manera similar para
los otros subindices.

Para el caso especial de la
contraccion de la rotacion alrededor del
plano x-y en la ecuacion (1) a=p=0.y
entonces la rotacion alrededor del plano x-y
esta dado por:

conveniente en un escenario en 3D, pero en
este articulo nos concentramos en el
scenario en donde el movimiento se
encuentra restringidio al plano x-y.

Debido a las propiedades de los
cuerpos rigidos (un cuerpo en el cual la
posicion relativa de todos sus puntos es
coinstante), la transformacion (3) operando
en el punto representado por p debe
preserver la distancia entre pares de puntos

como:
cosé sind O RO).T): B R(O)G + T A
t)p >
R()=|-sind cos® O 2 ( ) P P
0 0 1 por lo que una regla general para
o transformaciones  sucesivas puede  ser
Por conveniencia, los componentes derivada (Peters, 2006):
translacionales y rotacionales se encuentran
en una sola matriz:
(R(el)’ tl)(R(ez)! tz)l3 = (R(@l)R(QZ), R(el)t2+ tl)ﬁ S
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Como existe un numero infinito de
ejes de rotacion en donde el cuerpo rigido
puede rotar, la necesidad de encontrar una
relacion para trasladar el eje a otro punto en
el espacio es de gran importancia. Sea

(R(G)Ifj :(R(e)m—R(e)ﬁ

0|1 0| 1
de esta manera, encontramos el valor de ¢t
necesaria para mantener la transformacion
invariante para el punto p.

EL MANIPULADOR EN EL PLANO

Un sistema de un brazo manipulador
en el plano consiste en un conjunto de
cuerpos rigidos conectados por varias
uniones. Los tipos de uniones para este caso
especial son del tipo revolvente. Usando las
capacidades del programa de animacion
Adobe Flash (Riley, 2006), una cadena
cinemética de 3 grados de libertad fue
implementada. La Figura 1 muestra la
imagen del manipulador.

3

K(8) =

i
i=1

donde Al(ez), Az(ez), A3(62) son:

de manera que, el valor de t; esta dado por
la relacion t; = (1 — R(6))P ,

ahorasi g = (g) >t = (8)
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p = (px, py) €l punto en donde la rotacion
toma lugar en el espacio. Entonces, la
condicion es que el punto p tiene que ser

invariante bajo la transformacion de
rotacion, y eso significa que:
]—)t =(1-R(9))p 6
I
: Reference frame
L
ie, e, o, End effector
' -~
IL. _________________
1 Controls to
L L L |_» change the
i —1  value of the
] 8 k1|  joint angles
. B8 o
o —

Fig. 1. Imagen de un manipulador y su
configuracion inicial, asi como la posicién
del end effector en (I; + I, + I5,0)

El procedimiento para encontrar la
posicién del end effector como una funcion
de los angulos de union es:

HAi (9') = Al(gl)Az(gz)Aa(gs) 7

cosf; —sinf; ty,
sinf; cos0, tly)
0 0 1
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4,(0,) = R(6,) i t, asi, el valor de t, esta dado por la relacion
2\vz 0 :1 t3 =(1—-R(6:))P,
cosf, —sinf, t,,
= (sin 0, cos2 t2y> ahora si p= (11 312) -ty =
0 0 1 ((11 + 1,)(1 — cos 93)>
de manera que, el valor de &, esta dado por —(l + 1) sin B3
la relacion t; = (1 — R(62))p aqui Ay, A, y Az constituyen la matriz que
define la rotacion alrededor de la unién
h ., (L — _ (I;(1 = cos 8,) o -
ahorasip = (0) L=\ L sing, ) definida por el pardmetro p.aPara A; el
R, it punto es igual a (0, 0), para A, Pes (1,0)y
A3(03) = ( 0 3: 13> finalmente para As P debe ser igual a
cosf; —sinfy ts, (L + 1,,0). En donde, I;,I,y {3 son las
. longitudes de los enlaces del manipulador.
=|sinf; cosb; t3
0 0 1 Después de desarrollar el producto

de matrices, la matriz K(6;) es la siguiente:

cos(0,+6,+6,) —sin(@,+60,+6, t
K(6,6,.0,)=| sin(6,+6,+6,) cos(,+6,+6,) t, 8
0 0 1

aqui ty, t,, tienen el siguiente valor:

t;< = I10‘91 + I20(91 + ‘92) - (I1 + |2)C(‘91 + ‘92 + '93)
t, =1,S6, +1,5(6, + 6,) - (I, + 1,)S(6, + 6, + 6,)

cinemética inversa utiliza otro acercamiento:

ALGORITMO  DE  CINEMATICA Teniendo la posicion v’ = (Xe,Ye), debemos
INVERSA encontrar los valores de los angulos de
Teniendo la matriz K(6;) dada en union 6; que pueden mover al “end effector”
(3.2), podemos describer el movimiento del a la posicion deseada.
manipulador por:
K'(v"):v—>o 11
K(@):v >V’ 10
Un algoritmo clasico para encontrar
En otras palabras, si aplicamos (8) a las raices de un sistema de n ecuaciones con
la posicion del end effector v, podemos n variables es el método de Newton-
moverlo a una posicion definida por v’. La Raphson (Hassani, 2003).
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8 = - J1(O™)i(e") 12

y COomo consecuencia, un sistema de n
ecuaciones debe ser igual a cero si lo que
queremos es encontrar las raices:

K(@))v=v'> K@)-v'=0 13

Aplicando la definicion a nuestra
matriz K del manipulador, e igualandov =
(I; + 1, + 15,0,1), el siguiente sistema de
ecuaciones es obtenido.

X, +1CO, +1,C(0, + 6,)+1,C(4, + 6, + 6,) =0
Y, +1.S6 +1,5(0, + 6,) +1,.S(6, + 6, + 6,) =0 14
6, + 6, + 6, -arctan(y,/x,) =0

La ecuacion 0,+0, + 65 —
arctan(y,/x,) = 0 se introduce para tener
el juego complete de n ecuaciones y n
variables para resolver el sistema (14). El
angulo formado por el eje de la referencia
horizontal y la posicion final del efector
(¥, x.), puede ser encontrado por simple
observacion trigonomeétrica, y es dada por la

suma de los angulos de union individuales
61,6,y 63

Enseguida podemos resolver el
sistema de ecuaciones usando el programa
Mathematica a través de la funcion
FindRoot. Las soluciones correspondientes
son mostradas en la Figura 2.

f1l =-1.5+Cos[€1] + Cos[61l +62] +Cos[61 +62 + 3] ;
f2 =S8in[6l] + Sin[61 + 62] + Sin[6l + 62 + 63] ;
f3 =61 + 82 + €3 - ArcTan [ye / xe] ;

FindRoot [{f1, £2, £3}, {{61, n/3}, {62, n/ 6}, {63, 7/ 6}}]

{61 > -7.6013, 62> 15.2026, 63 - -7.6013}

Fig. 2. Soluciones obtenidas con Mathematica.

Mathematica provee los valores de
0,6, y 6; necesarias para mover el end

effector al punto v =(%,0).

Desafortunadamente Mathematica no
provee los resultados en términos de angulos
menores que 2m radianes, pero podemos
obtener la conversion de manera sencilla.
Aqui, los valores de las longitudes son
L=L=I=1.
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Repitiendo el mismo algoritmo para
diferentes posiciones del end effector v', es
posible crear una trayectoria que puede ser
seguida por nuestro manipulador, por lo que
podemos observer su movimiento. La Figura
3 muestra una imagen con los arreglos de las
posiciones de los enlaces necesarias para
que la posicion del end effector esté dada
por v'=(1.5,0). La Tabla 1 ilustra las unions

y los correspondientes angulos.
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Fig. 3. Arreglos de las posiciones de los
enlaces necesarias para que la posicion del
end effector esté dada por v'=(1.5,0).

Tabla 1. Uniones vy los
correspomdientes.

angulos

Unién Valor del angulo (en grados)
Unién1 O, -99°
Unién2 O, 115.83°
Union 3 O3 -331.18°
=
o
=

Fig. 4. Arreglo de los enlaces
necesarios para que el end effector alcance
la posicion v'=(1.5,0).
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Tabla 2. Uniones y los
correspomdientes.

angulos

Union Valor del angulo (en grados)
Union 1 6, -75°
Union 2 O, 150.98°
Union 3 O3 -75°

La Figura 4 muestra otro arreglo de los
enlaces necesarios para que el end effector
alcance la posicién v'=(1.5,0). La Tabla 2

ilustra las uniones y los correspondientes
angulos.

Es importante mencionar que la
solucion encontrada usando el algoritmo IK
no es unica. En otras palabras, puede haber
méas de una configuracion de uniones para

mover el end effector al punto deseado v .
Aunque podemos reducir los tres grados de
libertad del manipulador, manteniendo fijas
las coordenadas del end effector, dadas por
(Xe,Ye), aln dejamos el parametro angular
que describe la rotacion del sistema como
una variable libre.

CONCLUSIONES

El método Newton-Rhapson es
eficiente pero con ciertas limitaciones, ya
que requiere una estimacion inicial de los
valores de union. También, los calculos de
la inversa del Jacobiano puede ser considera
como una operacion que consume mucho
tiempo de la computadora. Este tipo de
técnica matematica puede ser usada en
varios campos de investigacion como
robdtica, fisica moderna, disefio de protesis
médicas, animaciones gréaficas y sistemas de
produccion
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