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Resumen

Los modelos de degradaciéon han tenido gran relevancia en los dltimos afios en el area de
confiabilidad, dado que es posible obtener informacion robusta acerca del tiempo de vida de
productos altamente confiables. Sin embargo, se ha dado mas interés a modelos de degradacion
multidimensionales que toman en cuenta que el funcionamiento de un producto esta en funcion
de multiples caracteristicas de desempefio cuya degradacién marginal o conjunta puede originar
una falla del producto. En esta investigacién se presenta un modelo de degradacion basado en un
proceso gamma bivariado obtenido mediante reduccion trivariada, en el que se considera que los
dos procesos gamma marginales que componen el proceso bivariado caracterizan la degradacién
de las dos caracteristicas de desempefio de un producto bajo estudio, esto permite modelar la
estructura de dependencia entre las caracteristicas de desempefio por lo que es posible obtener
estimaciones de confiabilidad sistematicas. El caso de estudio presentado esta basado en la
degradacion de dos resistencias, los resultados obtenidos muestran que es posible caracterizar de
mejor manera la confiablidad de un producto tomando en cuenta la dependencia entre la
degradacion de las dos caracteristicas de desempefio.

Palabras clave: Degradacion, Proceso Estocastico, Reduccion Trivariada, Caracteristica de
Desempefio.

Introduccion

Para productos altamente confiables, muy a

manera que es posible obtener medidas de

menudo se  requieren  tiempos de degradacion y tiempos de falla en menos
experimentacion muy grandes en Pruebas de tiempo. Precisamente, la evaluacion de
Vida Acelerada (PVA) o Pruebas de confiabilidad basada en datos de

Degradacion Acelerada (PDA) para obtener
medidas de  degradacibn de una
Caracteristica de Desempefio (CD) o
tiempos de falla. Tanto en PVA como en
PDA, un conjunto de productos se someten a
niveles altos de estreses ambientales de tal
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degradacion se ha presentado como una
herramienta superior en comparacién con
los estudios de confiabilidad que solo se
basan en tiempos de falla (Lu y Meeker
1996).
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Meeker y Escobar (1998) han
presentado ejemplos de modelos de
degradacion en los cuales solo se considera
una CD. Describen algunos modelos
especificos para curvas de degradacion,
normalmente estos modelos comienzan con
una descripcion deterministica del proceso
de degradacion, después de esto, es posible
introducir aleatoriedad usando Funciones de
Densidad de Probabilidad (FDP) o procesos
estocasticos con el fin de describir la
variacion de las condiciones iniciales de
prueba o de los dispositivos bajo prueba
como funciones de los parametros del
modelo. De acuerdo a esto, la mayoria de las
fallas pueden ser obtenidas a través de un
proceso de degradacion.

Varios autores han estudiado
modelos de degradacion basados en PDA y
procesos estocasticos. Park y Padgett (2006)
usaron un proceso estocastico para modelar
dos variables de aceleracion (VA) en un
proceso de degradacion, su enfoque se baso
en un modelo de dafio generalizado
acumulado, sin embargo no consideran la
estructura de dependencia entre las VA en el
modelo multivariado. Los modelos de
degradacion basados en el proceso gamma
han sido identificados como el principal
enfoque de modelacion para procesos de
degradacion, dadas sus caracteristicas de que
sus incrementos son independientes y no-
negativos, los cuales siguen una distribucion
gamma. En el caso de la modelacion de
degradacion mediante el proceso gamma, el
desemperio solo puede decrecer con respecto
al tiempo, es por esto que el modelo es
considerado para modelar  desgaste,
propagacion de  fisuras, crecimiento,
corrosion, consumo, fatiga, etc. (Park vy
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Padgett 2005; Bagdonavicius y Nikulin
2000; Bordes et al. 2010; Lawless and
Crowder 2004; Pan and Balakrishnan 2011).
Informacion importante con respecto al
proceso gamma puede ser encontrada en
Noortwijk (2009) y Sinpurwalla (1995).

Es importante considerar que la
calidad de cualquier producto, una vez que
se encuentra en ambiente uso, es una
funcion de multiples condiciones
ambientales asi como de multiples CD. Por
lo que resulta importante que al modelar la
confiabilidad de un producto o sistema se
consideren tanto mdltiples VA como
multiples CD. Buijs et al. (2005)
presentaron un modelo basado en un proceso
estocastico bivariado gamma para modelar
los efectos en el andlisis de riesgos de
inundacion con el fin de reportar
inspecciones y mantenimientos. Mercier et
al. (2009) extendieron este enfoque
aplicando el proceso gamma bivariado en la
observacion del incremento de dos
indicadores  degradacion  aleatorios e
independientes para el estudio de carreteras.
Un supuesto comdn en la mayoria de los
trabajos que implican modelacion de
degradacion es que la falla de un dispositivo
bajo estudio es funcion de solo una CD, sin
embargo, este es un enfoque limitado.

En este articulo se presenta un
enfoque de modelacién basado en una
extension de modelo propuesto por Buijs et
al. (2005) para el caso de un modelo de
degradacion acelerada con dos CD. De esta
manera, cada proceso gamma marginal del
modelo bivariado representa los incrementos
de degradacion para cada CD. Con este
enfoque de modelacién es posible incorporar
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tiempos de falla modelados marginalmente
por distribuciones Gaussianas inversas
(Lawless y Crowder 2004). La modelacion
conjunta de las distribuciones marginales de

tiempos de falla se puede realizar mediante
funciones copula de tal manera que es
posible caracterizar una estructura de
dependencia entre las CD.

Modelacion de proceso estocastico bivariado

Tomando en cuenta que la calidad de
un producto es una funcion de multiples CD.
Se considera que cada caracteristica es
independiente y que sus incrementos de
degradacion con respecto al tiempo pueden

ser modelados con procesos gamma
marginales.
Este  esquema  implica  que

considerando k CD es posible obtener
incrementos de degradacion a partir de n
dispositivos bajo prueba con m mediciones

. . 1
por cada nivel de estrés. De manera que xfl)

representa el incremento de degradacion de
un dispositivo de prueba 1 en la primera
medicion de su CD,. La denotacion del
modelo indica la posibilidad de considerar
pruebas en donde a los mismos dispositivos
se les mide la degradacion de una CD. Es
decir, X puede representar el conjunto de
incrementos de degradacion observados de
CD, de un dispositivo sometido a una
prueba 1 caracterizada por una VA,, de
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manera que X® representa los incrementos

obtenidos de una CD, de los mismos
dispositivos.
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Una representacion grafica de

trayectorias de degradacidn se presenta en la
Figura 1. Es facil observar que cuando la
trayectoria de degradacion llega a un nivel
critico se considera que el producto ha
fallado bajo la CD que llega primero a ese
nivel.
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Figura 1. Caracterizacion de diferentes trayectorias de degradacién

En la aplicacion del presente articulo tiempo t, entonces el momento de la falla
solo se consideran dos CD, de manera que (&) causado por degradacion es el momento
suponiendo que el proceso estocastico cuando la degradacion alcanza un nivel
creciente  Z(t) describe el nivel de critico wy.
degradacion de algin dispositivo en el

§ =sup{t: Z(t) < wo}; & = inf{t: Z(t) > wo} (2)

Digamos que el valor inicial del proceso es z,, entonces,

P(t) = P{Z(t) — 2o < wo — 2o} ©)
Y,
1 X, _ (), wp)
F(t) = P{Z(¢t) = = — _xv®-1 ol 20 4
(5) = PZ(®) = 5} f e e (-3 = s @
En donde, f7()(x) es el proceso gamma(vi(l),u(l))para la degradacion de

estocastico en funcién de los incrementos de

degradacion, I'(a,x) = [ z% le~%dz, es o
g B ( )_ Joms proceso  estocastico gamma(vi(z),u(z))

la funcibn gamma incompleta. Dada la

funcidn de distribucion acumulada (FDA), la

FDP esta descrita de la siguiente manera,

la CD,, mientras que Z(t)? representa el

para la degradacion de la CD,.

Una vez definidos los procesos

o [re@won ; margma_lles en ba_se a las dlferentes_ CI? es
f©) = ac| rwv®) Q) necesario construir un proceso multivariado
que considere el efecto marginal de cada

De aqui en adelante se considera que proceso de manera conjunta. Los procesos
Z(t)* representa el proceso estocastico de degradacion Z(0)' y Z(£)? tienen un
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efecto sobre la falla del dispositivo bajo
prueba y por lo tanto estan correlacionados.
El primer paso para la construccion del
proceso gamma multivariado es considerar
los procesos de degradacion correlacionados
por una fuente comin. Si se consideran tres
variables aleatorias Y;, Y, y Y5, las FDP para
cada Y; pueden ser representadas
separadamente por procesos gamma. Se
asume que las variables independientes
(Y1,Y,,Y3) que siguen una distribucion
gamma inducen incrementos de degradacion
(Z,,Z,) para dos CD.

De acuerdo a Buijs et al. (2005) los
incrementos  de  degradacion  estan
distribuidos de acuerdo a procesos gamma
marginales si son funciones lineales de
Y., Y, yY;. La dependencia es introducida
por el hecho de que ambos procesos de
degradacion son causados por  dos

incrementos de degradacion independientes,
de los cuales Y5 es compartido.

El coeficiente de correlacion de
Yi+Y; y Y, +Y; es igual a p. En el
contexto de la integracion de Monte Carlo y
de acuerdo a Devroye (1986) es posible
generar parejas de variables aleatorias de
una distribucién gamma bivariada mediante
el método de reduccion trivariada. El
procedimiento requiere los pardmetros de
forma y escala de las distribuciones

marginales de Zl~Ga(zl|vi(1),u(1)) y

ZZ~Ga(zz|vi(2),u(2)), y el coeficiente de

correlacion p, cuyo valor tiene que estar
entre

0 <p <min (vi(l),vi(z)) (vi(l)vi(z)). Las
parejas de variables aleatorias son generadas
de la siguiente manera,

1. Generar Y;~Ga <Ui(1) —-p (vi(l)vi(Z)), 1> = Ga(¢y, 1)

2. Generar Y,~Ga <Ui(2) —-p (vi(l)vi@)), 1> = Ga({y, 1)

3. Generar Y3~Ga <p (vi(l)vi(z)), 1) = Ga({3 1)

4. Regresar (Zt(l),Zt(z)) = (u(l)(Y1 +Y3), u® (Y, + Y3))

Dados los incrementos
AZM® y AZP) | el proceso gamma bivariado
z(t)"? = (Z,fl),Zt(z)) €s Un proceso con
incrementos independientes y es un proceso
Lévy. Las FDP Marginales Z(t)"* son
procesos gamma univariados con parametros
respectivos (v;,u;), en donde v; = ; + 3
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para i = 1,2. El coeficiente de correlacion
® () ; ;
pZ(tj)(l,z) de Z,” y Z;~ es independiente de

t, esta representado de la siguiente manera,

53 (6)

P, 12 =
z(t;) ’”i(l)'”i(Z)
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La funcion de densidad bivariada representada de la siguiente manera,
(FDB) conjunta de Z(tj)(l’z) esta

Iy 2020 1072 ¥3) =

1 {st=1¢ (1), _ Gat=1, 3y Gat=1 5 2
orGorge Vs Wha = y) (w2 —yg) T e ()

Para integrar fuera la variable Y3, de acuerdo a Kotz et al. (2000), es necesario evaluar la
integral,

min(utVz; u®z,) {st—-1 {1t-1 {at-1
- 1t= 2L~
f V3® (u(l)Z1 - 3’3) (u(z)zz - 3’3) e”? dy;
0

De esta manera la FDB gamma esté definida de la siguiente manera
9,0 ,0(21,2,) =

Wy @ g—uMz1-u@z,

T({1 T ({2 )T ({3t)

J1t-1 Qat—=1 z.t—1
(u(l)Z1 - 3’3) ' (u(z)zz _3’3) ’ J’§3 e”s (8)

Con 0 < y; < min(u®Wz;,u@Pz,),2, >0y z, > 0.

Distribucidn bivariada de tiempos de falla

La FDP de los tiempos de falla & generalizada Hipergeométrica. Una
definida en (5) resulta en una distribucion distribucion aproximada de ¢ esta dada por
muy compleja con forma no estandar. la distribucién Birnbaum-Saunders, la cual

) esta definida de la siguiente manera,
Park y Padgett (2005b) resolvieron

esta FDP en términos de wuna serie

1 p\1/2 g 3/2 1 (e B
56,0020 = e () 4 (&) |ewp{o e (R4 £-2)) ®

Endonde, a* =1/ /wy, B* = w,/v; Y W, = Wy — Zp /U

A su vez, la distribucion Birnbaum- distribucion ~ Gaussiana  Inversa  esta
Saunders puede ser aproximada a una representada de la siguiente manera,
distribucion ~ Gaussiana  Inversa, con 12 ,
parametros u=f"=w,/v; Yy A= 1G(¢, wg, zy) = (21:153) exp {%} (10)
f*/a* = w?/v;. Esto permite  una
estimacion mas facil de los parametros. La
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Dado que la degradacion de cada CD distribuciones de tiempos de falla definidas
esta modelada por un proceso gamma de la siguiente manera,
marginal, entonces es posible obtener dos

O \? W (£@ — ;)2
f<i>~f(f<i>|u<i>,a<”)=< : > exp{ll@l o

},para i=12CD

2mE®® 2u®2)
Se asume que la cépula de Frank es distribuciones marginales. De acuerdo a
una funcion apropiada para modelar la Nelsen (2006), la FDP de la copula de Frank
estructura de dependencia entre las dos esta definida de la siguiente manera,

9(1_6—9)9—9(u+v)
_e—9_(1_e—9u)(1_e—9v)]2

c(u,v|0) = T (11)

La distribucién bivariada conjunta esta defina de la siguiente manera,

FED,E®) = f(e® |u(1),/1(1)) f(E@ |,u(2),/1(2)) - c(F(EW),F(E?)]0) (12)
Caso de Estudio

La modelacion propuesta tiene Devroye (1986) si los pardmetros gamma
aplicacion en la PDA de resistencias de marginales son estimados de antemano
carbono, cuyos datos de degradacion se existe una solucion para ({3, {,,{3) y por lo
presentan en la Tabla 1. Se asume que un tanto es posible encontrar el coeficiente de

sistema cuenta con dos resistencias

i — ®n @
independientes, de las cuales su degradacion correlacion pZ(tj)(l'Z) =G5/ |v; v Para

puede causar una falla del sistema total. El encontrar las estimaciones de maxima
comportamiento bivariado de las verosimilitud de los procesos marginales se
trayectorias de degradacion esta modelado desarroll6 un algoritmo basado en el proceso
por la FDB (8). Mientras que las Newton-Raphson. Mediante este proceso se
distribuciones de tiempos de falla para cada encontraron los parametros de forma y
CD estan representadas por la FDP en (11). escala de ambos procesos

Para poder obtener las estimaciones (”i(l)'”(l)'”i(Z)'u(z))' Los resultados  del
del modelo estocastico bivariado es proceso Newton-Raphson se encuentran en
necesario calcular los parametros de los la Tabla 2.

procesos gamma marginales. De acuerdo a
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Tabla 1. Incrementos de degradacion para dos resistencias de carbono

Horas x 100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.005 1.034 1.062 1.077 1.104 1.124 1.141 1.149 1.153 1.158
1.008 1.018 1.021 1.042 1.06 1.082 1.102 1.114 1.14 1.165
1.005 1.011 1.019 1.029 1.034 1.035 1.058 1.065 1.09 1.11
1.009 1.015 1.033 1.037 1.038 1.058 1.068 1.082 1.089 1.103
1.002 1.016 1.034 1.042 1.06 1.069 1.08 1.099 1.11 1.114
1.001 1.032 1.044 1.089 1.105 1.11 1.119 1.121 1.133 1.143
1.011 1.017 1.044 1.064 1.073 1.091 1.105 1.129 1.137 1.155
1.028 1.032 1.058 1.077 1.11 1.127 1.129 1.142 1.165 1.186
1.004 1.007 1.01 1.046 1.066 1.088 1.103 1.138 1.143 1.154
1.011 1.012 1.019 1.033 1.05 1.062 1.071 1.1 1.109 1.111
1.032 1.052 1.059 1.075 1.09 1.119 1.124 1.133 1.15 1.16
1.02 1.042 1.058 1.073 1.084 1.146 1.167 1.231
1.017 1.055 1.068 1.084 1.111 1.128 1.18 1.214
1.005 1.014 1.082 1.104 1.132 1.151 1.182 1.186 1.248
1.042 1.049 1.062 1.067 1.086 1.134 1.145 1.185 1.205
1.012 1.049 1.103 1.111 1.12 1.134 1.162 1.214
1.049 1.065 1.094 1.115 1.151 1.173 1.181 1.187 1.228
1.007 1.011 1.014 1.039 1.057 1.064 1.083 1.087 1.153 1.157
1.063 1.092 1.144 1.161 1.201
1.014 1.033 1.071 1.094 1.121 1.141 1.179 1.201
1.045 1.075 1.124 1.143 1.199 1.277
1.078 1.107 1.214
1.048 1.093 1.171 1.205

Resistencia 1

Resistencia 2

P PP RPRPRPRPRPRPRPRPRPRPRRPRRPRPRPRPRRPRPRPRPRPRERRLRRELRERERO

Tabla 2 Estimaciones de parametros marginales de procesos gamma

z( Estimacion AQ) Estimacion
e 2.196 v 2.564
u@® 0.047 u® 0.044
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A partir de las estimaciones que se
presentan en la Tabla 2 es posible obtener
una estimacion del coeficiente de
correlacion a través de momentos, tomando

oD W@
T _ T (820t ) (02~ 25t)

uDyu@ -

n 1 n
_, t— _,(t)2
k=1 n k=1
Zk=1t

En donde, Az representa los
incrementos de degradacion de la resistencia
1, Az® representa los incrementos de
degradacion de la Resistencia 2, (v®,u®)
para i = 1,2 representa los parametros de
forma y escala de los procesos gamma
marginales y t representa los incrementos de
tiempo de inspeccion. El coeficiente de
correlacion encontrado tomando en cuenta
(13) fue de 0.78.

en cuenda la FDP en (9). Un estimador
empirico de p esta definido de la siguiente
manera,

(13)

A su vez, a partir de las estimaciones
de la Tabla 2 es posible obtener los
pardmetros de las distribuciones de tiempos
de falla para cada distribucién Gaussiana
inversa descrita en (10). Tomando en cuenta
que los parametros u; = wy /v;, 4; = w2/v;
Yy Wy = wy— Zy/uU, para i=1,2.
Considerando que el nivel critico de
degradacion wy, = 1.2 y que el nivel inicial
de degradacion es z, = 0. Las estimaciones
obtenidas se muestran en la Tabla 3.

Tabla 3. Estimacion de parametros de distribuciones Gaussianas inversas

Resistencia Wi A
1 11.63 296.85
2 10.64 290.09

Es importante notar que el pardmetro
u; de la distribucion Gaussiana inversa es
igual al tiempo medio para la falla (TMPF).
Por lo tanto, u; = 11.63 es el TMPF de la
resistencia 1 y u, = 10.64 es el TMPF para
la resistencia 2. Sin embargo, es importante
modelar conjuntamente ambas
distribuciones  marginales  Gaussianas
inversas con el fin de estimar de manera
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conjunta la dependencia que existe entre las
distribuciones de tiempos de falla de las dos
resistencias. Para esto se toma en cuenta la
copula de Frank descrita en (11), con el fin
de modelar la distribucién bivariada que se
presenta en (12). En las Figuras 2 y 3 se
presentan las FDP y FDA para la copula de
Frank bivariada.
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Las funciones de probabilidad mediante las cuales es posible caracterizar la
representadas en las Figuras 2 y 3, vida o el desempefio de las resistencias de
representan  distribuciones  paramétricas manera conjunta.

Conclusiones

En este articulo se considera la modelacion dispositivo bajo prueba dado que es posible
conjunta de la degradacion de dos CD de modelar el comportamiento de la trayectoria
dos dispositivos basada en procesos de degradacién y los tiempos de falla
estocasticos marginales. Esto asumiendo que conjuntamente. La obtencion de una FDP
los incrementos de degradacion son bivariada de los tiempos de falla de las dos
gobernados por un proceso gamma. Para CD es un atributo importante de esta
este caso en particular, se consideré un investigacion dado que es posible
proceso gamma bivariado obtenido a través caracterizar la distribucion de diferentes
de reduccidn trivariada, esta modelacion es maneras para obtener informacion en forma
apropiada para considerar conjuntamente de percentiles. El presente se limite a la
procesos de degradacion  marginales modelacion de dos procesos de degradacion
definidos por cada CD de manera que es marginales, sin embargo la distribucion de
posible obtener el coeficientes de tiempos de falla puede extenderse a mas
correlacion para las dos CD. Como se distribuciones marginales lo que implica una
muestra, es posible obtener informacion oportunidad de investigaciéon a futuro.
robusta con respecto a la confiabilidad del
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