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RESUMEN

En este trabajo se propone implementar la técnica de identificacién algebraica para desarrollar identificadores
de los parametros fisicos de un sistema térmico gobernado por la ley de enfriamiento de Newton. Los
identificadores algebraicos se derivan a partir del modelo dindmico del sistema térmico y se emplean para
estimar el parametro de enfriamiento k, la temperatura ambiente T, y la temperatura inicial del cuerpo T,
utilizando dnicamente la sefial de temperatura en funcién del tiempo como dato de entrada. Los resultados
obtenidos muestran que los identificadores algebraicos propuestos permiten determinar adecuadamente los
parametros fisicos del sistema térmico, incluso en presencia de ruido en la sefial de alimentacién. Asimismo,
se observa que el filtro invariante implementado favorece la convergencia del proceso de identificacion
cuando la sefal de temperatura estd afectada por ruido.

PALABRAS CLAVE: identificacién algebraica; sistema térmico; ley de enfriamiento de Newton; estimacion
paramétrica; pardmetros fisicos.

ABSTRACT

This work presents the implementation of an algebraic identification technique to develop identifiers for the
physical parameters of a thermal system governed by Newton’s law of cooling. The algebraic identifiers are
derived from the dynamic model of the thermal system and are used to estimate the cooling parameter k,
the ambient temperature T,, and the initial body temperature T, using only the time-varying temperature
signal as input. The results show that the proposed algebraic identifiers can accurately determine the physical
parameters of the thermal system, even in the presence of input-signal noise. In addition, the implemented
invariant filter enhances the convergence of the identification process when the temperature signal is
corrupted by noise.

KEYWORDS: algebraic identification; thermal system; Newton’s law of cooling; parameter estimation; physical
parameters.
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l. INTRODUCCION

La ley de enfriamiento de Newton es un modelo tér-
mico que describe el enfriamiento de un cuerpo que
intercambia calor con un ambiente a temperatura cons-
tante. En su forma clésica, establece una relacién expo-
nencial entre la temperatura del cuerpo y el tiempo de
enfriamiento, lo cual resulta util para determinar las
propiedades térmicas de los materiales !\ Por esta ra-
z6n, conocer los parametros fisicos del sistema térmico
resulta necesario para caracterizar completamente su
comportamiento térmico.

Para determinar los parametros desconocidos de un
sistema dinamico, se puede utilizar una técnica de iden-
tificacion. La identificacion es el proceso mediante el
cual se determinan las caracteristicas o parametros de
un sistema a partir de datos medidos. En la literatura se
pueden encontrar diversos enfoques para este proposi-
to, abarcando desde teorias generales de estimacion 2!
(3], hasta técnicas especificas de identificacion recursiva
e integracion numérica [*» °l, Sin embargo, la mayoria
de estos métodos son esencialmente asintoticos, recur-
sivos o complejos, lo que impide su aplicacidn a siste-
mas mas realistas.

Recientemente, Sev&ik et al. emplearon técnicas de
aprendizaje profundo para identificar la temperatura de
unién en dispositivos semiconductores . Wang et al.
utilizaron los métodos de minimos cuadrados e infe-
rencia bayesiana para la estimacion de parametros des-
conocidos en el modelo de red térmica de un edificio
con calefaccién por suelo radiante ventilado "), Por su
parte, Wang et al. proponen una metodologia de identi-
ficacion paramétrica basada en un algoritmo mejorado
de polinizacion de flores para la determinacion de los
pardmetros fisicos de condensadores [*\. A su vez, Liu et
al. identificaron parametros térmicos de edificios resi-
denciales que utilizan calefaccidn eléctrica en invierno
mediante redes neuronales basadas en la fisica 1°/.

Por otro lado, existe en la literatura una técnica de iden-
tificacién novedosa denominada técnica de identifica-
cién algebraica %), Esta técnica estd fundamentada en
los principios del algebra diferencial y el calculo ope-
racional. Asimismo, se basa en el modelo matemdtico
de un sistema para el desarrollo de modelos de identi-
ficacion paramétrica totalmente independientes de las
condiciones iniciales del sistema. La técnica de identi-
ficacion algebraica se puede emplear para la estimacion
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de parametros tanto en sistemas dindmicos lineales
como en sistemas dinamicos no lineales. Ademads, esta
técnica es atractiva en el ambito cientifico debido a su
rapidez de identificacion y su robustez frente a dinami-
cas no modeladas, incertidumbres paramétricas y ruido
aditivo de alta frecuencia.

La técnica de identificacion algebraica ya se ha utili-
zado para identificar parametros en diversos sistemas
mecanicos, tales como estimacion de parametros de
desbalance 1) [121-113] jdentificacion de coeficientes ro-
todinamicos de cojinetes !'*» [1°] estimacion de parame-
tros fisicos en sistemas rotodindmicos !'°), identificaciéon
de parametros de una suspension con amortiguador re-
generativo ['7), y la determinacién de pardmetros térmi-
cos en edificaciones '8!, entre otros.

En comparacion con otros métodos, la técnica de identi-
ficacion algebraica permite estimar pardmetros mediante
expresiones explicitas y en intervalos de tiempo redu-
cidos, sin requerir procesos iterativos de optimizacion.
Métodos como minimos cuadrados, inferencia bayesia-
na, aprendizaje profundo y redes neuronales también
han mostrado buenos resultados en sistemas térmicos,
aunque pueden requerir mayor cantidad de datos, etapas
de entrenamiento o mayor costo computacional. Por ello,
la identificacién algebraica constituye una alternativa
atractiva por su rapidez y facil implementacidn, sin em-
bargo, su desempeio depende de la validez del modelo
matematico y puede verse afectado por el ruido.

En esta investigacion se plantea aplicar la técnica de
identificacion algebraica con el fin de desarrollar iden-
tificadores que permitan estimar los parametros fisicos
de un sistema térmico descrito por laley de enfriamien-
to de Newton.

Il. METODOLOGIA

La metodologia propuesta parte de la formulacion del
sistema térmico mediante la ley del enfriamiento de
Newton. Posteriormente, se aplica la técnica de iden-
tificacion algebraica con el propésito de obtener iden-
tificadores algebraicos para los parametros fisicos del
sistema térmico. Una vez obtenidos, dichos identifica-
dores se implementan computacionalmente y se eva-
ltan mediante simulaciones con datos temporales de
temperatura generados a partir de la solucién exacta y
de la solucién numérica de la ley del enfriamiento de
Newton. Finalmente, se analizan y discuten los resulta-
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dos obtenidos, para después presentar las conclusiones
derivadas de la investigacion.

2.1. MODELO MATEMATICO

El modelo matematico considerado se obtiene a partir
de la ley de enfriamiento de Newton, que establece que
la rapidez de cambio de la temperatura de un cuerpo es
proporcional a la diferencia entre su temperatura ins-
tantanea y la temperatura del medio que lo rodea. Bajo
esta consideracidn, el modelo dindmico del sistema tér-
mico se expresa mediante la ecuacion diferencial ordi-
naria ['*! siguiente:

dT _ (T -
T (T T.) (1)
donde T = T(t) representa la temperatura del cuerpo en
funcién del tiempo, T, es la temperatura ambiente y k
es la constante de proporcionalidad conocida como pa-
rametro de enfriamiento.

Bajo la hipdtesis de sistemas térmicos concentrados 12,
se asume que la temperatura interna del cuerpo perma-
nece uniformemente distribuida en todo instante, por
lo que se puede considerar que la temperatura de dicho
cuerpo solo depende del tiempo T(t). En consecuencia,
el proceso de transferencia de calor puede describirse
mediante una sola variable de estado. En este caso, la
constante de proporcionalidad k se relaciona con los
parametros fisicos del sistema a través de (2):

k= 2
siendo h el coeficiente convectivo de transferencia de
calor, A el drea de intercambio térmico, m la masa del
cuerpo y ¢, el calor especifico del material. Por lo tan-
to, k representa un parametro global que integra tanto
la capacidad del sistema para intercambiar calor con
el entorno como su inercia térmica. Por otro lado, la
ecuacion diferencial asociada a la ley de enfriamiento
de Newton tiene solucién exacta y puede resolverse por
distintos métodos, entre los que destacan la separacion
de variables, el método del factor integrante para ecua-
ciones lineales de primer orden y la transformada de
Laplace. Al aplicar cualquiera de estos métodos es posi-
ble obtener la siguiente solucion:

T(t) =Ty + (To - Ta)e_kt (3)

donde T es la temperatura inicial del cuerpo.
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2.2. IDENTIFICADOR ALGEBRAICO

Una vez establecido el modelo matematico del sistema
térmico, se procede al desarrollo de los identificadores
algebraicos que permiten estimar los parametros fisicos
involucrados en la ley de enfriamiento de Newton. En
este caso, k, T, y To son los parametros del sistema a
identificar.

Con el proposito de facilitar el desarrollo del esquema
de identificacidn, la ley de enfriamiento de Newton se
reescribe como sigue:

T=~k(T - To) (4)

La técnica de identificacion algebraica puede imple-
mentarse tanto en el dominio del tiempo como en el
dominio de la frecuencia y, dado que la ecuacién (4)
es lineal, se pueden emplear ambos esquemas. En este
trabajo, inicialmente se desarrollaran los identificado-
res de ky T, en el dominio del tiempo.

Identificacién algebraica de los pardmetros ky T,

Con el fin de desarrollar el identificador, se multiplica la
ecuacion (4) por (t - o) y luego se integra el resultado
una vez con respecto al tiempo t, obteniendo:

[(t = to)T = ~k|(t - to)(T - Tn) (5)

Para desarrollar el lado izquierdo de la ecuacion (5), se
aplica el método de integracion por partes Judv = uv -
[vdu, definiendo u = (t - t,) y dv = Tdt, lo que resulta
en:

[t~ te)T= (t-to)T-[T (6)

Al sustituir este resultado en la ecuacion (5) y resolver
la integral asociada al término constante T, se obtiene
la ecuacién (7), reagrupando en el lado izquierdo los
términos que contienen los parametros por identificar.

K[t - to)(T) -1 KTa(t=to)* = [T = (t-t)(T) ()

La ecuacién (7) contiene los parametros ky T, que se
pretenden identificar; sin embargo, solo se dispone de
una ecuacion. Por ello, es necesario integrar una vez
mas la ecuacion (7), con la finalidad de construir un sis-
tema de ecuaciones lineales cuyo nimero de ecuaciones
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sea igual al de pardmetros por determinar. La ecuacién
resultante se expresa como sigue:

(2) 2)

K[ (- to)(T) = TkT,(t - to)3 = [T~ [(t-to)(T)  (8)

donde las integrales presentes en las ecuaciones (7) y
(8) son integrales iteradas en el tiempo t de esta forma:

T(f - to)'p(t) = j]‘-‘-T(Gn)’qo(a,,)da,,da,,_l ~doy

oto  to

Ademas, tp = 0 representa el instante inicial de la venta-
na de observacién y no puede tomar un valor negativo.

A continuacion, a partir de las ecuaciones (7) y (8),
puede formularse un sistema de ecuaciones simultdneas
con dos incdgnitas, cuya expresion queda dada por

Q(t)@ = R(t) )

donde @ = {k, T,}" es el vector de pardmetros fisicos del
sistema térmico que se desea identificar, mientras que
Q(t) y R(t) son matrices de dimensiones 2 x 2y 2 x 1,
respectivamente, definidas por

[Chl(t) Chz(ﬂ]

®
Q) = Rt ="
CI21(f) Chz(t) [rz(t)]

Por ultimo, al resolver el sistema de ecuaciones linea-
les (9) se obtienen los identificadores paramétricos que
estiman los valores para k'y T,. Los identificadores pro-
puestos se pueden representar como

I}_ Ay(t)

~ det[Q(t
etle] Vt € (ty, to + K) (10)

7"—' _ Ay(t)

aT A48

Es pertinente destacar que tanto la matriz Q(t) como el
vector R(t) dependen unicamente de la respuesta tér-
mica del sistema, es decir, T(t). Ademads, la identifica-
bilidad algebraica del vector de pardmetros {6} queda
garantizada siempre que se cumpla la condicién de no
singularidad de Q(t), esto es, det[Q(¢)] # 0 7).

Estudios previos han demostrado que esta condicion se
satisface en un intervalo temporal corto definido por (to,
to + K], con k > 0 suficientemente pequeiio. Por otro lado,
la solucién del sistema de ecuaciones se realizo utilizan-
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do la regla de Cramer debido a que el sistema algebraico
resultante es de dimensién 2 x 2, lo que permite obtener
expresiones cerradas para los identificadores y hacer ex-
plicita la condicién de identificabilidad. Adicionalmente,
los determinantes presentes en el identificador algebrai-
co (10) se proporcionan en el Apéndice.

Identificacion algebraica del pardmetro T

Con el fin de desarrollar el identificador algebraico de la
temperatura inicial del cuerpo, Ty, se retoma el modelo
dinamico del sistema térmico dado por la ecuacion (4)
Y, posteriormente, se aplica la transformada de Laplace,
obteniendo la expresion en el dominio de la frecuencia:

sT(s) - T(0) = -kT(s) + KL= (11)
Como puede observarse en la ecuacién (11), aparece
el término T(0), que representa la condicién inicial del
sistema, es decir, la temperatura inicial del cuerpo T.
Para determinar el identificador algebraico de T, es ne-
cesario despejar el valor de T(0) de la ecuacién (11) vy,
posteriormente, dividir toda la expresion entre la varia-
ble s, obteniéndose

T(0) _ T(s) kT,
5 =T+ kT

(12)

Al aplicar la transformada inversa de Laplace a la ecua-
cion (12), se regresa al dominio del tiempo. Por lo tanto,
el identificador de Ty queda definido a partir de

Ty= T(t) + k| (T(0) - T,)do

t

VtE (to, to+k) (13)

t
0

2.3. FILTRO INVARIANTE

Para mejorar la implementacion del identificador alge-
braico, se propone la incorporaciéon de un filtro inva-
riante ?!), Esta integracién permite trabajar con sefiales
mads suaves y, al mismo tiempo, disminuir la influencia
del ruido presente en la medicion, en este caso de la
temperatura. Este procedimiento no modifica los valo-
res de los parametros desconocidos por identificar, ya
que el filtrado se realiza de manera uniforme sobre todo
el sistema de ecuaciones algebraicas.

De acuerdo con [21], se pueden aplicar filtros invariantes

a los identificadores algebraicos desarrollados en este
trabajo, como se muestra a continuacion:
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TQ(t)G) = TR(t), t>Kk>0 (14)
TTO = TlT(t) + kj(T(a) - T,)do|, t>k>0  (15)

donde w representa la cantidad de integrales anidadas
necesarias para mitigar el efecto del ruido. En teoria,
entre mayor sea el valor de w mejor sera el desempefio
del filtro invariante, sin embargo, tomar valores relati-
vamente grandes para w tiene el efecto negativo de in-
crementar el costo computacional.

Si en las ecuaciones (14) y (15) se considera que el tér-
mino w toma un valor de 1, los identificadores alge-
braicos con filtro invariante se pueden expresar de la
siguiente forma

Qr(£)0 = Re(¢) (16)

donde 0 = {k, T,}" es el vector de parametros a identifi-
car. Por lo tanto, después de resolver el sistema de ecua-
ciones se obtienen los identificadores paramétricos:

I} As(t)

det[Qf(t)]
A4(0)

As(t)

Vt € (ty, to + K) (17)

T,=
donde

qr11(t)  qri2(t)

t) = RA(t) = r1()
Q0 [qm(t) quz(t)]y 7 (0) [rfz(t)}

Los determinantes y sus coeficientes se proporcionan
en el apéndice.

Ademas,

t

[ To=Tot= j[T(t) +k[(T(0) - T,)do

to

Como resultado el estimador algebraico de T se expre-
sa como

" [T(®) + K] (T(t) + T,)

0= ; (18)

}Vte (to, to + K)

En el apéndice se presentan los estimadores algebraicos
correspondientes a la aplicacion de un filtro invariante
conw =2,
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lIl. RESULTADOS Y DISCUSION

La evaluacion de los identificadores algebraicos se lle-
vO a cabo a partir de datos temporales de temperatu-
ra generados tanto con la solucién exacta como con la
solucién numérica del modelo térmico. Asimismo, se
analizo el efecto del filtro invariante en los identifica-
dores en presencia de ruido en la sefial de temperatura.

3.1. VERIFICACION ANALITICA DE LOS IDENTIFICADORES
MEDIANTE LA SOLUCION EXACTA

Dado que los estimadores algebraicos del vector de pa-
rametros O descritos en la Seccion 2.2, dependen uni-
camente de la temperatura T(t), en este primer caso
se emplea la solucidn exacta de la ley de enfriamiento
de Newton expresada mediante la ecuacién (3) para
evaluar dichos identificadores algebraicos. Después de
sustituir T(t) en la ecuacién (10) y de realizar las opera-
ciones correspondientes se obtienen los resultados para
la estimacion de k'y T, como sigue

1
Pe LO W(TO - T)(k?t? + 4kt + 6)t%e7 _

det[Q(O)] wrr(To - T)(KPE + 4kt + O)%e ™ -

7 ZTa(To - T)(K2E + 4kt + 6)¢%e
= =
22(To - T(PE? + 4kt + 6)t%e

Por otro lado, la identificacion de T, se lleva a cabo al
sustituir T(t) en la ecuacion (13) y realizar el tratamien-
to matemdtico correspondiente

t

To = T(0) + k [(T(0) - T,)do =

T+ (To = To)e™ = (To - To)(e™ = 1) = To

La sustitucion de la solucién exacta del modelo térmico
en las expresiones de identificacién conduce analitica-
mente a k, T, y To. Por lo tanto, este resultado cons-
tituye una verificaciéon de consistencia matematica de
los identificadores propuestos, ya que demuestra que,
en ausencia de errores numeéricos y perturbaciones, las
expresiones desarrolladas recuperan exactamente los
valores empleados en el modelo.

3.2. VERIFICACION NUMERICA DE LOS IDENTIFICADORES

En este segundo caso, la evaluacion del desempefio de
los identificadores paramétricos se llevo a cabo toman-
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do como datos de entrada el vector de temperaturas
{T(t)}, obtenido a partir de la solucién numérica de la
ecuacion (1) al considerar tres conjuntos de parametros.
En la Tabla 1 se muestran los parametros utilizados en
las simulaciones de los identificadores, mientras que en
la Figura 1 se presentan las respuestas del sistema tér-
mico empleadas como sefal de entrada.

TABLA 1
PARAMETROS Fisicos DEL SISTEMA TERMICO
PARAMETROS VALOR
k [0.02, 0.05, 0.08]s™!
T, [15,25,35] °C
To [80, 100, 120] °C
120
m— Simulacioni: k =0.02s7, Ta= 15 °C, To = 80 °C
= Simulacién2: k = 0.05s, Ta = 25 °C, To= 100 °C
100 = Simulacién3: k= 0.08s7', Ta =35 °C, To= 120 °C
— 80
U
e
=
& 60
40
20
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo t [s]

Figura 1. Respuestas del sistema térmico utilizadas como datos de
entrada de los identificadores algebraicos.

En las Figuras 2 a 4 se muestran los resultados de la
evaluacion de los identificadores algebraicos desarro-
llados para la determinacion de los parametros fisicos
del sistema térmico, k, T, y To, empleando como datos
de entrada los valores numéricos T(t) presentados en la

Figura 1.

0.1

Valor estimado
- = = Valor real

0.08F === ===

0.06
A
R
™~

0.04

0.02p = ===

0
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo t [s]

Figura 2. Identificacion algebraica del pardmetro de enfriamiento k.
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Figura 3. Identificacion algebraica de la temperatura ambiente T,.

200
—— Valor estimado
- = = Valor real
150
O
2. 100
|
50
0
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1

Tiempo t [s]

Figura 4. Identificacién algebraica de la temperatura inicial del cuer-
po To.

Los resultados de la evaluacion de los identificadores
algebraicos propuestos muestran un desempefio fa-
vorable en la determinacion de los pardmetros fisicos
del sistema térmico. En las Figuras 2 a 4 se observa la
evolucion temporal de los identificadores asociados a
los parametros del sistema k, T, y T,, respectivamente.
Asimismo, los parametros del sistema son identificados
en un tiempo menor a un segundo, lo que concuerda
con los tiempos de identificacién reportados en la li-
teratura para aplicaciones de identificacion algebraica.

3.3. EVALUACION DE LOS IDENTIFICADORES EN PRESENCIA
DE RUIDO ADITIVO

Se evalud el desempenio de los identificadores algebrai-
cos cuando la sefial de temperatura empleada como
dato de entrada se encuentra contaminada con ruido
para evaluar la sensibilidad de los identificadores ante
perturbaciones en la sefal utilizada para la estimacion.
Para ello, se incorpora artificialmente ruido aditivo a la
respuesta térmica, generando un escenario controlado
que permite analizar el efecto de las perturbaciones de
medicion sobre la estimacion paramétrica.
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Para lo anterior, se considera una sefial de temperatura
contaminada con ruido la cual se define como

Tin(t) = T(2) + n(t) (19)

donde T,,(t) representa la respuesta del sistema térmico
con ruido, mientras que 7(t) corresponde al término de
ruido aditivo introducido artificialmente en la sefial de
temperatura.

A partir de la sefial perturbada de temperatura, se apli-
can los identificadores algebraicos propuestos en este
trabajo para la estimacion de los parametros fisicos del
sistema térmico k, T, y To. Adicionalmente, debido a la
presencia de ruido en la sefial de temperatura, se incor-
pora ademas el filtro invariante en los identificadores,
con el fin de atenuar las componentes de alta frecuencia
y mejorar el proceso de identificacion.

Una de las sefales de temperatura con ruido utilizada
como datos de entrada para los identificadores algebrai-
cos se muestra en la Figura 5.

120

Senal ruidosa
Senal ideal
100
— 80
)
o,
=
)
40
20
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiempo ¢ [s]

Figura 5. Respuesta del sistema térmico con ruido 7(t) € [-5, 5].

En esta figura puede observarse que la perturbacion
introducida produce pequenas oscilaciones sobre la
tendencia exponencial caracteristica del enfriamiento.
Ademas, el ruido que se sumo a la sefal de temperatu-
ra corresponde a un proceso estocastico de media cero.
Asimismo, la sefal artificial de ruido generada sigue
una distribucion uniforme dentro del intervalo selec-
cionado. Para el andlisis de sensibilidad se consideraron
tres niveles de ruido, [-1, 1], [-2.5, 2.5] y [-5, 5], con
el proposito de evaluar el comportamiento de los iden-
tificadores algebraicos ante diferentes intensidades de
perturbacion en la sefial de entrada.

Adicionalmente, en la Tabla 2 se muestran los valores
de los parametros fisicos del sistema térmico utilizado.
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TABLA 2
PARAMETROS Fisicos DEL SISTEMA TERMICO Y NIVELES DE RUIDO
PARAMETROS VALOR
k 0.05s7!
T, 25°C
To 100 °C
n(t) [-1, 1], [-2.5, 2.5], [-5, 5] °C

Por otro lado, en las Figuras 6 a 8 se presenta de forma
grafica el desemperio de los identificadores algebraicos
en la determinacion de los parametros fisicos del siste-
ma térmico k, T, y T, obtenidos a partir de la sefial de
temperatura con los tres niveles de ruido presentados
en la Tabla 2. Asimismo, los modelos de identificacion
con filtro invariante utilizados en este apartado son los
presentados en las ecuaciones (14) y (15).

0.1
Valor estimado conn € [-1, 1]
Valor real

& 005
x
0
0 5 0 15 20 25
Tiempo t [s]
0.1
Valor estimado con n € [-2.5, 2.5]
_ Valor real
5005
™
0
0 5 0 15 20 25
Tiempo t [s]
0.1
Valor estimado con n € [-5, 5]
_ Valor real
2005
x
0
0 5 10 15 20 25

Tiempo t [s]

Figura 6. Identificacion algebraica del pardmetro de enfriamiento k
a partir de la sefial de temperatura con ruido T,,(t)

40 Valor estimado conn € [-1,1]
Valor real

Ta[°C]

20

10 15 20 25
Tiempo t [s]

Valor estimado con n € [-2.5,2.5]

40
Valor real

Ta[°C]

20

0 5 10 15 20 25
Tiempo t [s]
40 Valor estimado con n € [-5, 5]
— Valor real
@)
&
= 20
0
0 5 10 15 20 25

Tiempo t [s]
Figura 7. Identificacion algebraica de la temperatura ambiente T, a
partir de la sefial de temperatura con ruido T(t)

ISSN (e): 2007-0411


https://doi.org/10.20983/culcyt.2026.2.2.2

J. G. Mendoza et al. | Identificacion algebraica de pardmetros en un
sistema térmico descrito por la ley de enfriamiento de Newton
| ARTICULO DE INVESTIGACION

200 T

Valor estimado conn € [-1, 1]
(9} = = -Valor real
100
=
0 I I I I
0 0.5 1T 1.5 2 25
Tiempo t [s]
200 T T
Valor estimado con n € [-2.5, 2.5]
(o) = = . Valor real
=100
IS
0 | | ! |
0 0.5 1.5 2 25
L Tiempo t [s]
200 T
Valor estimado con n € [-5, 5]
G l = = .Valorreal
2100
= 5 10
0 I I | |
0 0.5 2 25

1.5
! Tiempo t [s]

Figura 8. Identificacion algebraica de la temperatura inicial del cuer-
po T a partir de la sefial de temperatura con ruido T, (t).

En las Figuras 6 a 8 se observa que, a pesar de que la
sefial de temperatura que alimenta a los identificadores
algebraicos contiene ruido, estos logran determinar los
parametros fisicos del sistema. En comparacién con los
resultados obtenidos en ausencia de ruido, se observa
que la inclusion de perturbaciones en la sefial de entra-
da incrementa el tiempo necesario para identificar los
parametros del sistema k, T, y To. Mientras mayor sea
la amplitud del ruido, mayor es el tiempo que requiere
el identificador para alcanzar los valores reales de los
pardmetros.

Asimismo, los estimadores exhiben oscilaciones tran-
sitorias asociadas a la presencia de ruido y al com-
portamiento del sistema de identificaciéon durante los
primeros instantes de integracidon, cuando la matriz
Q(t) puede encontrarse proxima a una condicion sin-
gular. Conforme avanza el proceso de identificacién y
se satisface la condicion det[Q(¢)] # 0, se garantiza la
identificabilidad algebraica de los parametros y las esti-
maciones tienden hacia sus valores de referencia.

Por otro lado, en la Figura 9 se muestra el comporta-
miento de los identificadores algebraicos asociados al
vector de parametros 0 del sistema térmico. En la simu-
lacién se emplearon los identificadores algebraicos sin
la incorporacién del filtro invariante y se afiadié ruido
aditivo a la sefal de temperatura de entrada T(t). Como
puede observarse, la presencia de ruido afecta de manera
significativa la estimacion del parametro de enfriamien-
to k'y de la temperatura ambiente T,, cuyos estimadores
presentan oscilaciones de amplitud considerable duran-
te los primeros instantes y disminuyen progresivamente
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conforme avanza el tiempo. No obstante, aun después
de 100 s de simulacion, las estimaciones de k y T, solo
se aproximan a sus respectivos valores de referencia, sin
alcanzar una coincidencia estable con ellos. En contras-
te, el estimador de la temperatura inicial Ty presenta
una menor sensibilidad al ruido y permanece préximo
a su valor de referencia. Estos resultados permiten apre-
ciar con mayor claridad la influencia del ruido sobre los
identificadores algebraicos y justifican la incorporacién
del filtro invariante para mejorar el desempefio de la
estimacion paramétrica cuando la seiial de entrada se
encuentra contaminada con ruido.

Valor estimado
- — = ‘Valor real
= —
Ry
x
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
a) Tiempo t [s]
40 ‘ ‘ ‘ Valor estimado
— ‘— = -Valor real
@)
o
=20
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
b) Tiempo t [s]
200
Valor estimado
= — = “Valor real
®)
<100
S
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
o) Tiempo t [s]

Figura 9. Identificacién algebraica de los parametros del sistema
térmico sin filtro invariante y con un nivel de ruido de n(t) = [-1,
1]: a) parametro de enfriamiento k, b) temperatura ambiente T,
y ¢) temperatura inicial T,.

Finalmente, en la Figura 10 se presenta el comporta-
miento de los estimadores algebraicos considerando
filtros invariantes con w = 1 y w = 2. Los resultados
muestran que, aunque ambos esquemas presentan 0sci-
laciones durante los primeros instantes del proceso de
identificacion, el filtro con w = 2 atentia con mayor ra-
pidez dichas variaciones y permite que las estimaciones
del parametro de enfriamiento k y de la temperatura
ambiente T, alcancen sus respectivos valores de refe-
rencia en un menor intervalo de tiempo.

Por su parte, la estimacion de la temperatura inicial Ty
presenta una rapida convergencia para ambos valores
de w. Estos resultados indican que el incremento del
ndimero de integraciones del filtro puede mejorar la ate-
nuacion de las perturbaciones presentes en la sefal de
entrada y favorecer la convergencia de los estimadores.
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0.1

‘—Valor estimado conw =1 Valor estimado conw=2 — — -Valor real
b 005 S
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Figura 10. Identificacion algebraica de los parametros del sistema
térmico con filtros invariantes w = 1, 2 y con un nivel de ruido
de n(t) = [-5, 5]: a) pardmetro de enfriamiento k, b) temperatura
ambiente T, y ¢) temperatura inicial To.

[V. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté una metodologia basada en
la técnica de identificacion algebraica para determinar
los parametros fisicos de un sistema térmico gobernado
por la ley de enfriamiento de Newton. A partir del mo-
delo dinamico del sistema y la técnica de identificacion
algebraica, fue posible formular estimadores algebrai-
cos para determinar el vector de pardametros fisicos del
sistema 0, utilizando unicamente la sefial de temperatu-
ra en funcién del tiempo T(t).

Los resultados evidencian que el esquema algebraico
propuesto estima con alta precision y rapidez la dina-
mica paramétrica del sistema térmico. En particular, se
observo que, los identificadores en ausencia de ruido en
la sefal de entrada convergen de manera adecuada ha-
cia sus valores reales en tiempos reducidos. De hecho,
los tres parametros del sistema k, T, y To, se estimaron
satisfactoriamente en menos de un segundo.

Por otro lado, se comprobo6 que los identificadores al-
gebraicos con filtro invariante, pueden identificar los
valores de los parametros fisicos del sistema térmico,
aun con la presencia de ruido en la sefial de temperatura
de entrada. Aunque en estas condiciones el tiempo de
identificacién aumenta y los identificadores presentan
un comportamiento mas irregular antes de converger,
los identificadores algebraicos desarrollados conservan
la capacidad de determinar los parametros del sistema.
Asimismo, la incorporacion del filtro invariante permi-
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tio6 mejorar la robustez de los identificadores frente a
perturbaciones en la sefial de entrada debidas al ruido.

Por lo tanto, los resultados obtenidos permiten concluir
que la identificacion algebraica constituye una alterna-
tiva viable para la estimacion de parametros en siste-
mas térmicos gobernados por la ley de enfriamiento de
Newton. Finalmente, esta metodologia puede extender-
se a modelos térmicos mas complejos o a sistemas con
parametros variables en el tiempo.

Como trabajo futuro, se plantea validar experimen-
talmente los identificadores algebraicos desarrollados
mediante la implementacién de un banco de pruebas
térmico cuyo comportamiento pueda aproximarse me-
diante la ley de enfriamiento de Newton. Para ello, se
registrara la evolucion temporal de la temperatura de
un cuerpo sélido durante su proceso de enfriamiento, y
la senal experimental T(t) se utilizara como dato de en-
trada de los identificadores para estimar el parametro de
enfriamiento k, la temperatura ambiente T, y la tempe-
ratura inicial T,. Las estimaciones obtenidas se compa-
raran con valores de referencia determinados mediante
mediciones con sensores de temperatura. Asimismo,
se prevé realizar ensayos bajo diferentes temperaturas
iniciales y condiciones ambientales con el propdsito de
evaluar la sensibilidad y robustez de los identificadores
frente al ruido de medicidn, las dindmicas no modela-
das y las incertidumbres propias del sistema térmico.
Estos estudios permitiran evaluar el alcance practico de
la metodologia propuesta y establecer sus limitaciones
bajo condiciones experimentales.
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APENDICE

A1(6) = 422(O)r1(6) = q12(O)r2(0)
A5() = q11(O)r2(t) = g21(B)ra(2)
det[Q(0)] = 411(0)q22(8) = 412(Dq21(0)
donde

q11(8) = [(E = to)(T)

Gz (t) = =5(t - to)?®

(2)

q21(t) = [ (£ - 6)(T)

022(8) = = 5(t = to)?
ra(6) = [T - (£ to)(T)
ra(© = = (e )T
Ademas,
As(t) = 47, (O,(D) = 47, (O (©)
A4(t) = gy, (Or7,(8) = g, (Or7, ()
det[Qr(D)] = a5, (D)ay,, (1) — 41,,(D)qp,, (1)

donde
(2)

0, (0) = [ (£ = to)(T)

s, () = — ¢t - t)°
(3)

0 (0) = [ (£ to)(T)

qy,,(t) = — Lt - to)*

(2)
r,(6) = [T~ [(£ = to)(T)
3 @

r(6) = [T~ [(£ - to)(T)

Identificadores con filtro invariante correspondiente a w = 2:

w=2

WFQ(t)@ = J R(t), t>k>0

Esto genera el siguiente sistema de ecuaciones:
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Qy()0 = Ry(t)
En el sistema de ecuaciones 0 = {k, T,}", representa el vector

de parametros a identificar. Por tanto, los estimadores alge-
braicos se expresan como:

k=3 A[SL% ]
et[Q, (t
. agy |VEE (o to+K)
a™  As(t)
donde
_ qgn(t) qng(t)} _ rgl(t)
Qg“)‘[qgnm o] VRO = ()]

As(t) = quz(t)r91(t) - q91z(t)rgz(t)
Ag(t) = qgn(t)rgz(t) - q921(t)r91(t)
det[Qg(t)] = qgn(t)quz(t) - qg1z(t)q921(t)

Coeficientes de los determinantes

3)
Gor (D= | (= to)(D)
qg,,(t) = =2t - to)*

(4)

Qo (0 = | (E=to)(T)

qg,,(t) = —35(t - t0)®

(3) (2)

ru® = [Tt~ t)(T)

4 (3)

r(® = [ T (6~ t)(T)

Adicionalmente,
w=2

[ T =T[T(t) + kj(T(o) - Ta)da]

to

dando como resultado el estimador algebraico para Ty:

;. 2[[*1(v) + k[*(T(8) - T.)]
0= t2

]Vt € (to, to + K)
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