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RESUMEN
El presente trabajo brinda una propuesta para la enseñanza del tema plano tangente haciendo uso del 
software GeoGebra como instrumento didáctico. Se trata de obtener el mayor provecho posible de las 
diferentes representaciones semióticas (algebraica, gráfica y numérica) que el software es capaz de brindar, 
para obtener la ecuación del plano tangente a una función en R3. El desarrollo del trabajo es a través de 
ejemplos que van aumentando su complejidad en la abstracción, culminando en una generalización original 
fuera del discurso tradicional. Por lo general, el tema es abordado por los libros de texto haciendo uso de 
vectores y todo un bagaje de conceptos para lograr la ecuación buscada. Con esta metodología el alumno 
solo requiere conocer dos conceptos matemáticos el cálculo de límites y determinantes. 

PALABRAS CLAVE: plano tangente; GeoGebra; representación semiótica; límite; determinante.

ABSTRACT

 This paper provides a proposal for teaching calculus in several variables, specifically about tangent planes 
using the GeoGebra software as a teaching tool. It is about getting the most out of the different semiotic 
representations (algebraic, graphic and numerical) that the software is capable of providing, to obtain the 
equation of the plane tangent to a function in R3. The development of the work is through examples that 
gradually increase their complexity in abstraction, culminating in an original generalization outside the 
traditional discourse. In general, the subject is approached by textbooks using vectors and a whole baggage 
of concepts to achieve the desired equation. With this methodology, the student only needs to know two 
mathematical concepts such as the calculation of limits and determinants.
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I. INTRODUCCIÓN

Los conceptos del cálculo se abordan, por lo general, de 
manera algebraica por parte de maestros y alumnos [1]. 
La acción de intervención eficaz en el sistema didáctico 
para un mejor aprendizaje de las matemáticas excede 
el proceder de buena voluntad. Más bien, requiere del 
compromiso de adentrarse en la problemática y hacer 
de la práctica docente un lugar de reflexión sobre el co-
nocimiento adquirido. Esto lleva a un debate en la co-
munidad de investigadores acerca del cómo enseñar y 
qué debe enseñarse en cálculo [2]. 

Cantoral y Montiel [3] mencionan lo siguiente sobre el 
proceso de visualizar: 

La visualización es la habilidad para representar, trans-
formar, generar, comunicar, documentar y reflejar infor-
mación visual en el pensamiento y el lenguaje del que 
aprende. De modo que al realizar la actividad de visuali-
zación se requiere la utilización de nociones matemáticas 
asociadas a los ámbitos, numéricos, gráficos, algebraicos 
o verbales, pero exige también del uso de un lenguaje co-
mún para explicar ciertos fenómenos e incluso para des-
cribir experiencias vivenciales.

La tecnología ha tenido una injerencia importante en 
la forma de aprender matemáticas por parte de los es-
tudiantes y ha generado ya cambios sustanciales en el 
aprendizaje. Estos ambientes emplean y proporcionan 
condiciones para identificar, examinar y comunicar dis-
tintas ideas por parte del alumno [4].

Este trabajo muestra una propuesta de enseñanza para 
encontrar la ecuación del plano tangente a una superfi-
cie en el espacio con el uso del software GeoGebra, cuya 
dinamicidad puede mejorar la comprensión del objeto 
y que a su vez sea posible medir el nivel cognitivo al-
canzado por el estudiante. Para ello, es necesario apo-
yarse de una teoría cognitiva como APOE (Acciones, 
Procesos, Objetos y Esquemas) [5]. 

Se pretende que los estudiantes de ingeniería apliquen 
conocimientos previos con el objetivo de lograr formas 
alternativas a las propuestas por los libros de texto para 
encontrar, por ejemplo, planos tangentes a una super-
ficie. La exploración juega un papel importante en el 
proceso, ya que el software permite utilizar las repre-
sentaciones numéricas, geométricas y algebraicas para 
la verificación de las conjeturas planteadas por ellos.

Los objetivos de implementar una propuesta como la 
aquí presentada son:

a) Plantear problemas a los alumnos para que le den 
solución en las diferentes representaciones (gráfico, 
algebraico y numérico).

b) Promover el uso de una herramienta didáctica no 
convencional para plantear y resolver un problema 
específico: encontrar la ecuación de un plano tan-
gente a una superficie en un punto.

c) Que el alumno llegue a una generalización del pro-
blema para que lo utilice en otros casos.

Existen teorías cognitivas que pueden utilizarse para 
realizar investigación en matemática educativa, pero 
también, pueden ser usadas para diseños didácticos, 
ya que, de cierta manera, teorizan cómo se aprende. La 
teoría APOE explica que, ante el aprendizaje de deter-
minado concepto matemático, la primera etapa es la 
manipulación de objetos para formar Acciones, estas a 
su vez se interiorizan y forman Procesos, los cuales se 
encapsulan para dar paso a la construcción de Objetos 
que, a su vez, se pueden volver a desencapsular para vol-
ver hacia el Proceso que lo formó. En conclusión, las 
Acciones, Procesos y Objetos se pueden organizar en 
Esquemas [5] (Figura 1).  

Interiorización

ESQUEMAS

OBJETOS
Acción

Coordinación
Inversión

PROCESOS

Encapsulación
Desencapsulación

Figura 1. Ciclo APOE.

GeoGebra dispone de un Sistema de Cómputo 
Algebraico (CAS, por sus siglas en inglés; Computer 
Algebra System), es decir, permite la manipulación al-
gebraica además de la manipulación dinámica de ob-
jetos geométricos, que se denomina DGS (Dynamic 
Geometry System). Aunado a ello, se pueden trabajar 
en una misma pantalla las representaciones algebraicas, 
numérica y gráficas de un objeto matemático [6]. 
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II. METODOLOGÍA

La presentación del tema planos tangentes a una superfi-
cie por parte de los docentes, sigue un proceso tradicio-
nal, iniciando con el uso de vectores y sus propiedades, 
seguido de la derivada parcial y el gradiente, para con-
cluir con la ecuación del plano. Con referencia a los li-
bros de texto, se revisó a Larson [7], donde se explica 
cómo encontrar dicho plano con la siguiente definición 
y el uso de la ecuación del plano tangente.

Sea F una función de varias variables diferenciable en 
un punto P(x0, y0, z0) de una superficie dada por F(x, y, 
z) = 0, de manera que ∇F(x0, y0, z0) ≠ 0. El plano que 
pasa por P y es normal a ∇F(x0, y0, z0) se llama plano 
tangente. Si F es diferenciable en el punto (x0, y0, z0), la 
ecuación del plano tangente a la superficie de F(x, y, z) 
= 0 en ese punto es:

Fx(x0, y0, z0)(x – x0) + Fy(x0, y0, z0)(y – y0) +
Fz(x0, y0, z0)(z – z0) = 0

(1)

En la Figura 2 se muestra un ejemplo de un plano tan-
gente a un paraboloide. El programa GeoGebra permite 
dividir la pantalla en diferentes ventanas (vista álgebra, 
vista gráfica, vista gráfica 3D, por mencionar algunos 
ejemplos). Las vistas que se quiere trabajar se activan o 
desactivan, según lo requerido por el usuario. En este 
caso, la primera columna muestra una vista algebraica 
(representación algebraica) y la segunda despliega una 
vista gráfica en 3D de un plano tangente al paraboloide 
x² + y² – z + 1 = 0 en el punto (1, 1, 3), cuya ecuación es 
2x + 2y – z = 1.

p = 1

–5 5

f(x, y) = x2 + y2 + 1

A = (p, q, f(p, q))

a(x, y) = Derivada(f(x, y), x)

= 2x

= 2x + 2y – z = 1

V = Vector(A, A + u)

b(x, y) = Derivada(f(x, y), y)

= 2y

u = Vector((a(p, q), b(p, q), –1))

r : PlanoPerpendicular(A, u)

= (     )2
2

–1

= (1, 1, 3)

q = 1

–5 5

A α ABC

Figura 2: Plano tangente a paraboloide usando GeoGebra.

La Figura 3 muestra la construcción de un plano a tra-
vés de un determinante. Como primera actividad para 
el alumno, se le solicitó que encuentre ecuaciones de 

planos usando un determinante del estilo presentado en 
Ávila et al. [8]. 
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Figura 3.  Gráfica de un plano usando las vistas algebraicas, CAS 
y gráfica.

Para obtener el plano que pasa por los puntos (1, 2, 3), 
(5, 4, 2), (0, 0, 1), se utilizó el siguiente determinante:

x y z 1

= –6x + 9y –6z +  61 2 3 1
5 4 2 1
0 0 1 1

(2)

El resultado obtenido se igualó a cero para obtener la 
ecuación del plano que pasa, quedando esta ecuación 
de la siguiente manera:

–6x + 9y – 6z + 6 = 0 (3)

Como segunda actividad se pidió adecuar el determi-
nante para encontrar la ecuación del plano tangente a 
una función particular en un punto de esta. Se consi-
deró el caso de la función x² + y² –z + 1 = 0, escrita en 
función de las variables  x e y, y quedó como f(x, y) = x² 
+ y² + 1. El punto de tangencia debe estar en (1, 1, 3).

El determinante es el siguiente:

x y z 1
1 1 3 1

1 + h 1 (1 + h)2 +12 + 1 1
1 1 + h 12 + (1 + h)2 + 1 1

(4)

Este se interpreta de la siguiente manera: el primer ren-
glón debe contener las variables para que la ecuación 
salga en esos términos, y el segundo renglón contiene al 
punto de tangencia, colocando cada valor en su variable 
correspondiente. El tercer renglón muestra que hay un 
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incremento en cuanto al valor x de una cantidad h con 
respecto a su valor inicial y el renglón cuatro tiene un 
adelanto con respecto al valor de y de la misma canti-
dad h.

El resultado obtenido por el software GeoGebra para el 
determinante es:

2h3 + h2 – h3x – 2h2x – h3y – 2h2y + h2z (5)

Este resultado se igualó a cero para que pueda represen-
tar la ecuación de un plano:

2h3 + h2 – h3x – 2h2x – h3y – 2h2y + h2z = 0 (6)

La ecuación se puede simplificar, ya que todos los tér-
minos contienen al menos un h², quedando de la si-
guiente manera:

2h + 1 – hx – 2x – hy – 2y + z = 0 (7)

El incremento h, al hacerlo pequeño, produce el efecto 
de acercar los puntos incrementados al punto de tan-
gencia y además la ecuación del plano va tendiendo a 
hacer la correcta, como se muestra en la Tabla 1.

TABLA 1
Ecuaciones de Planos para Diferentes Valores de h

h Ecuación

1 2 – 3x – 3y + z = 0
0.1 1.2 – 2.1x – 2.1y + z = 0
0.01 1.02 – 2.01x – 2.01y + z = 0
0.001 1.002 – 2.001x – 2.001y + z = 0
0.0001 1.0002 – 2.0001x – 2.0001y + z = 0
0.00001 1.00002 – 2.00001x – 2.00001y + z = 0
0.000001 1.000002 – 2.000001x – 2.000001y + z = 0

Si el proceso se sigue indefinidamente, la ecuación del 
plano tangente tiende a ser la siguiente:

1 – 2x – 2y + z = 0 (8)

La ecuación (8) es equivalente a la mostrada al final de 
la primera columna de la Figura 2.

La tercera actividad va encaminada a que el estudiante 
realice variantes al determinante y argumente la razón 
del resultado obtenido.

Los determinantes propuestos son los siguientes:

x y z 1
1 1 3 1

1 – h 1 (1 – h)2 +12 + 1 1
1 1 – h 12 + (1 – h)2 + 1 1

(9)

x y z 1
1 1 3 1

1 + h 1 (1 + h)2 +12 + 1 1
1 1 – h 12 + (1 – h)2 + 1 1

(10)

x y z 1
1 1 3 1

1 + n∙h 1 (1 + n∙h)2 +12 + 1 1
1 1 + n∙h 12 + (1 + n∙h)2 + 1 1

(11)

La ecuación (11) requiere la condición que n ∈ R, con 
n ≠ 0.

x y z 1
1 1 3 1

1 + h 1 + h (1 + h)2 + (1 + h)2 + 1 1
1 + h 1 (1 + h)2 + 12 + 1 1

(12)

x y z 1
1 1 3 1

1 + h 1 + h (1 + h)2 + (1 + h)2 + 1 1
1 – h 1 – h (1 – h)2 + (1 – h)2 + 1 1

(13)

Un análisis de los determinantes es el siguiente: la ecua-
ción (10), muestra un retroceso de una cantidad h con 
respecto al punto de tangencia, esto da origen a la si-
guiente ecuación para el plano tangente cuando h tien-
de a cero:

1 – 2x – 2y + z = 0

que es idéntica a la ecuación (8).

La ecuación (10), por su parte, muestra un adelanto 
con respecto a x a partir del punto de tangencia y un 
retraso con respecto a y respecto al mismo, hecho esto 
en el tercero y cuarto renglón del determinante. La 
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ecuación que se obtiene cuando h tiende a cero es la 
siguiente:

–1 + 2x + 2y – z = 0

y el resultado es equivalente a la ecuación (8).

La respuesta para las ecuaciones (11) y (12) se muestran 
en la Figura 4, cuya salida se obtiene en GeoGebra uti-
lizando la ventana CAS.

Determinante

y

1

1 

1 + n h

x

1

1 + n h

1 

z

3

(1 n h)2 + 12 + 1

12 + (1 + n h)2 + 1

1

1

1

1

‒x n3 h3 + x n h ‒ y n3 h3 ‒ 2 y n2 h2 + z n2 h2 + 2 n3 h3 ‒ n2 h2 ‒ n h

Determinante

x

1

1 + h

1 + h

y

1

1 + h

1

z

3

(1 + h)2 + (1 + h)2 + 1

(1 + h)2 + 12 + 1

1

1

1

1

x h3 + 2 x h2 + y h3 + 2 y h2 ‒ z h2 ‒ 2 h3 ‒ h2

Figura 4. Salida de GeoGebra de los casos (11) y (12).

El caso del determinante (11) indica que el primer pun-
to del tercer renglón del determinante incrementa a la 
variable x en un múltiplo de h, es decir, nh, mientras 
que el segundo punto en el cuarto renglón es con res-
pecto a la variable y. Este resultado generaliza los casos 
anteriores.

El determinante (12), en su tercer renglón, indica un in-
cremento h a partir del punto de tangencia con respecto 
a las variables x e y, mientras que en el cuarto renglón 
solamente lo hace con respecto a x, obteniendo el resul-
tado correcto. Si el incremento hubiese sido con respec-
to a la variable y, el resultado sigue siendo el esperado.

En el caso del determinante (13), se realizaron incre-
mentos en el primer punto con respecto a las variables 
x e y; el tercer renglón muestra esos incrementos. Con 
respecto a la variable y, en el cuarto renglón hubo un 
decremento en esas mismas variables, dando como re-
sultado la imposibilidad de obtener la ecuación de un 
plano, ya que la variable z fue eliminada en el proceso. 
La ecuación (14) muestra esta situación:

x y z 1
1 1 3 1

h + 1 h +1 2h2 + 4h + 3 1
–h + 1 –h +1 2h2 – 4h + 3 1

= 4h3x – 4h3y

(14)

Una forma simple de escribir la ecuación del plano, to-
mando únicamente los casos de los determinantes de 
las ecuaciones (4), (11) y (12), respectivamente, serían 
las siguientes:

lim
h→0( 1

h2

x y z 1
1 1 3 1

1 + h 1 (1 + h)2 + 12  + 1 1
1 1 + h 12  + (1 + h)2 + 1 1

) = 0

(15)

lim
h→0 ( 1

h2

x y z 1
1 1 3 1

1 + n∙h 1 (1 + n∙h)2 + 12  + 1 1
1 1 + n∙h 12  + (1 + n∙h)2 + 1 1

) = 0

(16)

lim
h→0 ( 1

h2

x y z 1
1 1 3 1

1 + h 1 + h (1 + h)2 + (1 + h)2  + 1 1
1 + h 1 (1 + h)2 + 12 + 1 1

) = 0

(17)

Como última actividad, se buscó una expresión que ge-
neralice los casos anteriores. Sea z = f(x, y) una función 
en R3 y (x0, y0, z0) un punto diferenciable de la función 
z; entonces, la ecuación del plano tangente queda defi-
nida por la expresión siguiente:

lim
h→0(1

h2

x y z 1
x0 y0 z0 1

x0 + h y0 f(x0 + h,  y0) 1
x0 y0 + h f(x0,  y0 + h) 1

) = 0

(18)

Enseguida, la demostración correspondiente:

1
h2

x y z 1
x0 y0 z0 1

x0 + h y0 f(x0 + h,  y0) 1
x0 y0 + h f(x0,  y0 + h) 1

= x f(x0, y0) – x f(x0 + h, y0) + y f(x0, y0) – y f(x0, y0 + h)
h h h h

– x0 f(x0, y0) – y0 f(x0, y0) + y0 f(x0, y0 + h)
h h h

+
x0 f(x0 + h, y0) –  f(x0, y0) + z

h
(19)

Se factorizan los términos [x – x0] y [y – y0] y se obtiene:

https://doi.org/10.20983/culcyt.2025.2.2.2
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– [x – x0] [ f(x0 + h, y0)
+

f(x0, y0) ]
h h

– [y – y0] [ f(x0, y0 + h)
+

f(x0, y0) ] – f(x0, y0) + z
h h

(20)

Se aplica el límite cuando h tiende a cero a la expresión 
anterior:

– lim
h→0 [x – x0] lim

h→0 [ f(x0 + h, y0)
+

f(x0, y0) ]
h h

– lim
h→0 [y – y0] lim

h→0 [ f(x0, y0 + h)
+

f(x0, y0) ]
h h

– lim
h→0  f(x0, y0) + lim

h→0 z (21)

Se simplifica e iguala a cero:

–[x – x0] fx(x0, y0) – [y – y0] fy(x0, y0)
– f(x0, y0) + z = 0

(22)

Se despeja la variable z:

z = [x – x0] fx(x0, y0) + [y – y0] fy(x0, y0)
+ f(x0, y0)

(23)

III. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Con respecto a la ecuación plano tangente, Martinez-
Planell y Trigueros [9] reportan que los alumnos 
confunden la existencia de la derivada parcial y la di-
ferenciabilidad, tema que se debe considerar para la 
existencia del plano tangente a una superficie. Por otro 
lado, consideran que los recursos digitales ayudan a una 
mejor comprensión y visualización del cálculo multiva-
riable.

La metodología empleada va totalmente conforme a la 
teoría utilizada; esta va llevando al alumno a plantea-
mientos cognitivos de un nivel cada vez mayor. En el 
primer planteamiento (4) se incrementa solo a una de 
las variables que se utilizan en los renglones 3 y 4 del de-
terminante. Como segundo planteamiento (9) se hacen 
decrementos en una sola variable en los mismos ren-
glones. En el tercer planteamiento (10) se hacen com-

binaciones de incrementos y decrementos. En el cuarto 
(11) se tiene una primera generalización importante 
como una consecuencia de los casos anteriores, que 
es agregar un múltiplo del incremento. El quinto caso 
(12), se hace un salto en la generalización: en el renglón 
tres se incrementan las dos variables y en el cuarto ren-
glón solamente a una de ellas. En el sexto caso (13), se 
muestra un incremento en ambas variables del tercer 
renglón del determinante y un decremento en ambas en 
el cuarto renglón, lo que lleva a una conclusión inespe-
rada: la imposibilidad de tener un plano tangente bajo 
esas condiciones; este resultado se analizó con mayor 
detenimiento y se observó en el determinante la desa-
parición de la variable z, lo que significa que bajo esas 
condiciones el plano corta en el punto de tangencia a la 
superficie.

Por lo tanto, se puede concluir bajo este análisis que 
para obtener la ecuación de un plano tangente a una 
superficie derivable en el punto, se pueden hacer todas 
las combinaciones de incrementos y decrementos en las 
variables, con la restricción de hacer incrementos o de-
crementos en las dos variables en ambos renglones del 
determinante. Aunque la ecuación de un plano tangen-
te es conocida, la metodología empleada y la definición 
obtenida son inéditas.

La actividad en matemáticas necesita una coherencia 
interna, que se construye entre los registros de repre-
sentación. Sin esta coherencia, dos tipos de representa-
ción pueden significar dos objetos disímiles, carentes de 
relación entre ellos; no se puede ni se debe considerar 
una separación entre ellas [10]. La generalización es de 
los más importantes procesos cognitivos en la actividad 
matemática, es ir de lo particular a lo general [11]. Los 
resultados obtenidos mediante el software deben tener 
un análisis por parte del alumno para que lo lleve desde 
el accionar con los objetos hasta un nivel de esquema. 
Cabe destacar la metodología utilizada en este trabajo, 
que es guiada por la teoría APOE, y las herramientas 
empleadas, que fueron los límites y determinantes de 
matrices 4×4, las cuales se encuentran fuera del discur-
so para encontrar la ecuación de planos tangentes.  

IV. CONCLUSIONES

Del presente trabajo se puede concluir lo siguiente:

• Se tiene una fórmula nueva diferente a las ya conoci-
das para encontrar la ecuación de un plano tangente.
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• El uso o empleo de esta fórmula está al alcance de 
los alumnos que tengan conocimiento de límites y 
determinantes. 

• Se pueden explorar variantes en los elementos de la 
expresión para mejorar la comprensión del objeto 
plano tangente y así obtener otras variantes de la 
expresión.

• El desarrollo de la expresión conduce a la fórmula 
conocida para la ecuación de planos tangentes.
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