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ABSTRACT
Since the Ordinary Least Square (OLS), no have inside its structure an optimisation method for determine the effect that the

multicollinearity has over the estimate coefficients of the vector B permit to the Ridge Regression (RR) take an important roll

in solve this problem. In this paper, we present the steps for the determination of the constant of proportionality K, with we
obtain a smaller variance that this estimate by OLS, over the focus of the Total mean square of the Prediction (TMSP).

RESUMEN
Desde que el método de Minimos Cuadrados (MC), no tiene dentro de su estructura un método de optimizacion para determinar

el efecto que la multicolinealidad tiene sobre los coeficientes estimados del vector ﬁ permite a la regresion Ridge (RR), tomar

importancia en resolver este problema. En este articulo, presentamos el desarrollo de la determinacion de la constante de
proporcionalidad K, con la que obtenemos una varianza mas pequefia que la estimada por MC, bajo el enfoque del Cuadrado
Medio de la Prediccion Total (CMPT).
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1. INTRODUCCION

Desde que la varianza de los coeficientes estimados Bj de MC es V(ﬁj) = Gg %j, donde 0% es la usual estimacion
insesgada de la varianza poblacional dada por 0% = Y|_| - Xt (xtx)™ XJY I(n—p) y Aj esel j-eavo eigenvalor de la matriz

simétrica (XtX) para j=1,2,...,p, la estimacién de los coeficientes ﬁj de MC, puede ser muy mala a medida que la

multicolinealidad entre los regresores crece, llegando hasta cambiar de signo el coeficiente, cuando se calcula de otra muestra
(Montgomery, Peck y Vining 2002). Para este problema, Hoerl y Kennard, en 1970 (a y b), propusieron el método RR, el cual, es
un método para detectar la multicolinealidad dentro de un modelo de regresion. La idea del método es simple y consiste en que
dado que la matriz X"X es altamente condicionada o cercana a singular, es posible agregar constantes positivas a los elementos de
la diagonal, para asegurar que la matriz resultante, no sea altamente condicionada. Esto es, considerar el sesgo a través de la
ecuacion normal dada por:

Br = (X' X +k®)"'X'Y @O  El
valor de la constante k en (1), esta dado por

02

K=-57

BB
ﬁ , son la varianza poblacional y el vector de coeficientes verdadero respectivamente, los cuales son desconocidos en el estudio
(ver Hoerl y Kennard 1970(a) y Pifia, Rodriguez y Diaz, 2005), por lo que K, debera de ser aproximada. Hoerl y Kennard y

(2) donde o? y

Baldwin 1975, y Hoerl y Kennard 1976, propusieron un método para estimar K basado en las estimaciones de 62 y de
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Bi dadas por MC. Otros intentos de estimar K, pueden ser encontrados en Hemmerle 1975, Hemmerle y Brantle 1978, Rubio y

Firinguetti 2002 y Golam 2003. En el presente articulo se desarrolla el método para la obtencion de la constante K a través del
enfoque del cuadrado medio de la prediccion total (ver Lawless y Wang 1976). El articulo esté estructurado de la siguiente forma,
en la seccion 2, se presenta la estructura de Minimos Cuadrados (MC), en la seccion 3, se presenta la estructura del método de
Regresion Ridge (RR), la seccidon 4, presenta el método de obtencion de K, la seccion 5, presenta las conclusiones, el articulo
termina con las referencias.

2. Minimos Cuadrados (MC)

Desde que OLS es una proyeccion ortogonal sobre el espacio X, de un vector de respuestas Y del tipo Y = XtB + &
(3) donde
1 X11 X12L X1P B1 Y g,
X = 1 Xz1 XzzLsz ,B= Bz VY = Y. g = €,
MM M M M M M
1 Xm Xn1L XnP Bp yp ap

&, es un vector de errores aleatorio con E(s) =0y E(sts) = 02|n y S , €s un vector de px1 de coeficientes de regresion
desconocidos dado por § = X'X)'X'Y ,y XX es una matriz simétrica positiva definida ya que se asume que n>p y que X
es una matriz no estocastica de rango p. El valor esperado de los coeficientes de regresion de MC, estan dados por:

E(B) = E(X'X) ™ X'Y = (X'X) X E(Y)

E(B) = E(XX'X) 1 X! (XB + &)

E@) =B+ (X'X)'X'e=p @

De igual forma, el valor esperado de Btﬁ , esta dado por:

E(B') = E[(X X)Xty (X X)X Y]

De (5), se observa que cuando la multicolinealidad aumenta (es decir )\j tiende a cero), la longitud de ﬁtﬁ , tiende a infinito.

A

La varianza de [3 , esta dado por:
V(B) = V[p + (XX) " X1
R 2
V@) =0 %j (6)

De (6), se observa que cuando )\j, tienda a cero, V(ﬁj), tiende a infinito, por lo que los estimados de ]3 serén inestables,
pudiendo hasta cambiar de signo cuando se determinan de diferente muestra (ver Montgomery, Peck y Vining 2002).

3. REGRESION RIDGE (RR)
El método de RR, es un método para detectar la multicolinealidad dentro de un modelo de regresion del tipo Y = XtB + &

como se defini6 en (3). El método fue propuesto por Hoerl y Kennard en 1970 y es usado para trabajar con modelos que
presentan sesgo. La idea del método es simple y consiste en que dado que la matriz X*X es altamente condicionada o cercana a
singular, es posible agregar constantes positivas a los elementos de la diagonal, para asegurar que la matriz resultante, no sea
altamente condicionada. El vector de coeficientes de RR, estd dado por:

1
B = (XX +K3)'XtY () el cua
se puede rescribir como Bgr =Z[§ donde ﬁ es el estimador ordinario de MC dado por fs:(x‘x)‘lx‘v y

1Yy "
Z= (l + K% (X'X) 1} es la matriz que transformaa B en Bg, es decir Bg , es la solucién al problema de optimizacion:
. 2 )yt A
Min: (Bg - B )x'X (B -8 )
Sujeto a: BrPgr < r?
Prueba: A través de los multiplicadores de Lagrange, esta funcion es representada por:
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Min: (B = )X'X (B - B )+ K® (BrBr ~r%) =0
derivando la funcién con respecto a Bg e igualandola a cero tenemos que:
dfidBg = 2XX(Bg — B)+ 2K*Bg
X'XBr, — X'XB+ KB, =0
Br(X'X+K®) - X'XB=0
dado que ﬁesté dada por ﬁ = (XtX)_lX'Y , entonces:
B.(X'X+K®)=X'Y=0
B = (X'X+K?®)'X'Y
XY

Br = 8 \rtyy-1 t

[ 1+ K3 (xx)"] (x'x)
Br = ZP ®)

lo cual completa la prueba.

=[ T+ R3xXX) T (xX) XY

. . . 5 .
En la estimacion RR, al pardmetro kj, se le conoce como pardmetro de sesgo, ya que cuando K® =0, Z =1, es decir
A 5 A . A . S N
Br =P y cuando K® # 0, Bg #B. Ademéas como B es insesgado, entonces la estimacion ridge, es una estimacion
sesgada. Afortunadamente aunque la estimacion es sesgada, la varianza de la estimacion de Bg a B es menor que la varianza de

la estimacion de B a B, por lo que los coeficientes de Bg, son mas estables que los de P . Para ver por que, analizamos la
funcion del cuadrado medio del error de Bg , la cual esta dada por:

2 )‘J' 2 ﬁi2
CMEBg =0 E —+ Kj E — (9) (Ver
()\j+kj) ()\j+kj)
Pifia, Rodriguez y Diaz 2005). De esta funcién del CME tenemos:
A

Teorema 3.1: La varianza de g dada por V(Br) = o? E m es una funcién continua de k y monoticamente
-+ K.
j j

decreciente:

p
Prueba: Tomando la derivada con respecto a k cuando k — 0* tenemos que Ilzlrgl (dv/dk) = 202 (1/)\j2) y cuando
0 E )
.

k — o el IEim (dv/dk) = —o0, lo cual completa la prueba.
—®

Colorario 3.1.1: La varianza de By es la varianza de ﬁ , cuando K=0.

Prueba: La varianza de [A% , est4 dada por V(ﬁ) = ozz 1/, , por lo que sustituyendo K=0 en la funcion de varianza de Bg,
2 A; 2
tenemos que V(Bgr) =0 Z—Z =0 Z‘l/)\j . Lo cual completa la prueba.
(A;+0)
p
Teorema 3.2: EI Sesgo? = kJ-zZﬁjz TN +K; )2 de Br es una funcién continua de K y monoticamente creciente:
1
p
Prueba: Para la funcion Sesgo? = ijZBjZ I(Aj +K; )2, tenemos directamente que si k=0, entonces
1

p
Sesgoz=022Bj2 l()\j+0)2=0. Ademés, desde que la funcion de sesgo puede ser re-escrita como
1
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p
Sesgo2 = Zﬁf I[1+ ()\J-/kj)]2 y dado que A; >0 para toda j=1,2,...,p, y como la funci6n )\J-/kj, es una funcion
1

mondtica decreciente para valores positivos de (K>0), implica directamente que Sesgo2 , s una funcién creciente de k, lo cual
completa la prueba.
Colorario 3.2.1: EI Sesgo? de BR . tiene como limite superior a B'B.

p
Prueba: Desde que Sesgo” = i + (A/K; , es facil verificar que el limite de la funcion Sesgo0” cuando
ba: Desd Sesgo’ EI[+ Ak ))f? L es facil verifi | limite de la funcion Sesgo’ cuand
1

k —> o,es Lkim 865902 = Btﬁ lo cual completa la prueba.
-0

Colorario 3.2.2: La derivada de la funcién Sesgo2 , de Bgr, se aproxima a cero cuando kK — 0*.
p p

Prueba: De la funcion Sesgo? = kusz I(Aj + kj)2 , es facil verificar que ds/dk = 2ij)\j[3j2 I(Aj +K; )3 . por
1 1

lo que sustituyendo k=0, tenemos que Ik.ir(l)'l+ (ds/dk) = 0, lo cual completa la prueba.
-

Teorema 3.3: Siempre existe un valor de k>0 tal que CME Bg < CME[A% .
p A [ sz

Prueba: Derivando  la  funcién CMEBg = 02 Z N B ka z m
C+ k.
j K

., tenemos  que
™ (A +kg)? T

p P

dCMEBg /dk = —20° Z)\j/()‘j +K; )+ ZKjZ)\ijZ I\ +K; )° , Igualando la derivada a cero y resolviendo para k,
1 1

tenemos que:

P P
—2022)\j/()\j +k;)° +2ijAj;3f I\ +k;)* =0
1 1

p P
=207 N +2k D ABF =0
1 1

k =02 l[ij2 (10) por lo que los

valores de k que hacen que CMEBg < CMEﬁ son los valores que estan en el intervalo 0 < k < 02 IBjZ, con lo que la
prueba esta completa.

Observe que o? y Bf , son la varianza poblacional y los coeficientes verdaderos, los cuales son desconocidos en el estudio, por
lo que K, también es desconocida y se tendra que estimar.

4. Método para la estimacion de K

Dado que el objetivo, es el lograr determinar un modelo polinomial cuya varianza de prediccidn, sea minima, utilizamos la
funcién del cuadrado medio de la prediccion (CMP) de MC, para determinar el valor de la constante K.

Teorema 41 La funcion del Cuadrado Medio de la  Prediccion (CMP), esta dada por

p
cmp = (Y- ) = o2 +Z)\j( B-p)°.
1
Prueba:
CMP = (Y- ¥)* = ¥¥ - 29Y 4 YY donde Y= XB y Y =Xp+e.
CMP = X*XBB — 2XB(XB + &)+ (XB + £\ XB + &)
CMP = X'XBpB — 2X XBB — 2BX e + X XPB + 2pX ‘e + e'e
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CMP = X'XBp — 2XXBB + X XBB + 02

CMP = X XBB — 2X X(X'X) ' X YR + X XBB + 02
CMP = X'XBPB — 2BX ' (XB + €) + X! XB!B + 02
CMP = 62 + TrazoX'X(B — B)?

p
CMP = g2 +Z)\j(ﬁ—[3)2 (1) Lo cual
1

completa la prueba.
Teorema 4.2 El valor de K obtenido de la funcion del Cuadrado Medio de la Prediccion (CMP), esta dado por

PG? PG?2

e . BB
D ABB
1

[ p
Prueba: Tomando el valor esperado de CMP = 02 +E z (e [3)2} y asumiendo que B = N(0, 5 2l) , entonces:
1

o? +E_Zp:)\j(ﬁ—[3)2_ =g? +E[Zp:)\j(ﬁ—0)2 =02 +Zp:)\j E(B'B)
L 1 - 1 1

[ p 1 p
0? +E D NGB =07+ DN (BB +O )
L 1 i 1

] P p

E

P
A
-
P .. P P ) P
D ABB| Sapae Y A c% P
1 _ 1 ! 1 +P
2

o o o2 A

=
=

p
t

B z)\j t

1 B, 1

P - A

+
o
2
ST I IPY
1

-
p - P L p p g2
E ZAJB B D NEB'B) 1 DINBBE YA M
1 1 1 _
, 2

pp_ L7 ] 1 _ 1
o2 Po? A Po? A Po A
D AB'B , D AB'B
1 + Po _ 1
0?2 Po? Poz)\j A Po?
2 ~2 2
K= o _ Po Po (12) locual

BB & ... BUXX)P
1

completa la prueba.
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5. Conclusiones

A medida que la multicolinealidad crece entre las variables regresoras que determinan el comportamiento de una
variable de respuesta, los coeficientes estimados por MC del modelo polinomial que modela ese comportamiento, se
vuelven erraticos e impredecibles, debido a los efectos desastrosos que la multicolinealidad tiene sobre su varianza,

afortunadamente la regresion RR, minimiza este problema al contraer los coeficientes BJ- de MC, logrando

coeficientes ajustados con menor varianza, dando estabilidad asi a la prediccién del modelo. La solucién de la
constante K desarrollada en este articulo, ofrece una funcidon de CME al aplicar la regresion RR, menor que el CME
de MC, cuando el problema de multicolinealidad esté presente.
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