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Resumen:

En la actualidad gracias a la tecnologia se puede implementar en los procesos de produccion un
analisis multivariante. Los graficos multivariantes nos ayudaran a tener un proceso robusto y
eliminar todo tipo de desperdicio; en el siguiente articulo se vera como se realiza el monitoreo de
méas de dos variables que es lo que nos ofrece el estadistico T2 de Hoteling respecto a los
graficos univariantes para identificar variables fuera de especificacion; asi como también se
presenta una simulacion de futuras corridas donde se puede observar que al modificar o

aumentar la muestra es mucho mas facil detectar puntos fuera de control.
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1. INTRODUCCION

Debido a las actuales tendencias de la economia, las organizaciones han orientado sus
estrategias hacia el mejoramiento de la calidad y a la reduccion de los costos de fabricacion
(Norte et al., 2006; Manuel, 2003; Gutierrez Humberto, 2008); esta tendencia ha llevado al
enfoque en la produccion y el uso de sistemas de control de calidad, que ademas de proporcionar

flexibilidad al proceso permitan disminuir costos que garanticen la reduccion de falsas alarmas
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por cambios en el proceso y la disminucion de unidades defectuosas, o que permite aumentar la
calidad en el producto final y la satisfaccion del cliente. Para alcanzar este objetivo y obtener una
ventaja competitiva, se requiere la aplicacion de diversas herramientas como el control
estadistico de proceso. El control estadistico de calidad de productos y servicios tiene como
objetivo reducir su variabilidad e idealmente eliminar sus defectos. Como un ideal se busca que
todas las unidades fabricadas sean idénticas y perfectas. En la practica real se consigue reducir
los desperdicios, minimizar los reprocesamientos y mejorar la opinion del cliente, tratando de
hacer las cosas bien a la primera vez (Diana, 2009; Alonso,2011) y este puede aplicarse a
cualquier proceso (Gustavo, 1986). El control estadistico tiene siete herramientas principales
(Bartés, Llabrés, & Cintas, n.d.)(“Kaoru Ishikawa ¢(Que Es El Control Total de Calidad
2003.pdf,” n.d.)(Humberto, 2010): Diagrama de Ishikawa, Hoja de Verificacion, Histograma,
Diagrama de Pareto, Diagrama de Dispersion, Muestreo Estratificado, Graficos de control.

Los graficos utilizados para llevar a cabo el control estadistico del proceso se conocen
como cartas o gréficas de control(Elena, 2012; Valencia, 2014; Bartes et al., n.d.). Estas permiten
observar los resultados obtenidos periddicamente de una forma didactica, indicando si las

variaciones que se presentan en un proceso estan por fuera de lo normal.

En la actualidad existe el control estadistico univariable (Ochoa & Tamayo, 2014),
también conocido como control estadistico tradicional, en los cuales se monitorea una variable a
la vez a través de graficos de control; sin embargo, debido al aumento de caracteristicas o

variables a medir, se ha transitado hacia el control estadistico de procesos multivariante.

Cuando un proceso envuelve mas de una variable, existen dos formas de graficas de
control que pueden ser seleccionadas, una grafica de control multivariante o un set de graficos
univariables (Ochoa & Tamayo, 2014;Christian, 2005). La técnica estadistica de gréaficas de
control univariadas fue la mas utilizada a pesar de que los procesos y productos que se
analizaban poseian en su gran mayoria dos 0 mas caracteristicas de calidad (Herrera & Fontalvo,
2006). Con el tiempo se dio la necesidad de aplicar herramientas estadisticas multivariadas para
controlar en forma simultanea dos o mas variables. Sin embargo, las técnicas multivariadas de

control son técnicas muy complejas de utilizar, por los conceptos matematicos que se manejan.
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Esta dificultad es superada actualmente con el avance de los programas o softwares
especializados en control estadistico de procesos, 1o que origin6é un interés de las técnicas de

control multivariado.

En el presente articulo se analizan 6 variables de un vaso térmico para observar el
comportamiento apoyado en graficos de control tanto individual como multiple utilizando los

graficos multivariantes T2 de Hotelling.

GRAFICOS DE CONTROL

Un grafico de control representa la evolucion en el tiempo de una caracteristica de calidad
medida a partir de una muestra (Castro, 2005). En términos generales, es una representacion
grafica en los ejes cartesianos, donde en el eje horizontal se indica el nimero de la muestra o el
tiempo en que se obtiene, y en el eje vertical se indican los valores observados en las muestras.

Se representan tres lineas horizontales:

* Una linea central (LC), que es la norma de calidad prescrita para el proceso.
* Dos lineas horizontales llamadas limite inferior de control (LIC) y limite superior de control

(LSC) que se situan por debajo y por encima de la LC.

Estos dos limites constituyen los criterios de decision para el funcionamiento del proceso,
es decir, cuando los puntos correspondientes a las observaciones estan dentro de estas lineas se
dice que el proceso esta bajo control, sin embargo, cuando un punto cae fuera de dichos limites
se interpreta como una evidencia de que el proceso esta fuera de control. En definitiva, un

grafico de control se puede plantear como un contraste de hip6tesis en el sentido siguiente:

HO: El proceso se encuentra bajo control estadistico.

H1: El proceso se encuentra fuera de control estadistico.

La hipdtesis nula se puede referir a la media del proceso a la dispersion del mismo, o

bien a la proporcion de unidades defectuosas que origina dicho proceso. Segun Shewhart, la
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forma genérica de un grafico de control, desde un punto de vista analitico y desde un punto de

vista grafico, es el siguiente:

A
______________________ LSC
LSC = “T + ""_GT Valores | o o o .. Lc
L( — “T observados
LIC=ur-kor | e
>

Namero de muestra

En la expresion anterior:
T es el estadistico muestral que mide la caracteristica de calidad en estudio (T es el
estimador del parametro del proceso que se desea estimar y controlar).
uT es la media del estimador.
oT es la desviacion tipica del estimador.
K es una constante que indica la distancia de los limites de control a la linea central
expresada en unidades de desviacion tipica.

GRAFICOS DE CONTROL UNIVARIADO.

Es un diagrama que presenta el comportamiento y a su vez se realiza el seguimiento de una
caracteristica de calidad en el tiempo. Detectando la existencia 0 no de inestabilidad en el
proceso, si esto ocurre se conoce como causa asignable (en estadistica involucra la variabilidad
ajena a la informacion del proceso) (Herrera & Fontalvo, 2006). La caracteristica de calidad es
evaluada mediante el estadistico de las muestras o subgrupos que se toman del proceso. Entre los
estadisticos méas utilizado tenemos el promedio x, el rango R, la varianza s, la proporcion ", El
numero de no conformidades en el subgrupo u. Los tres primeros son aplicados a en las Graficas
de Control por Variable y las dos ultimas por las graficas de control por atributos. El supuesto de
normalidad e independencia se deben cumplir para la elaboracion de estas graficas de control
(Flores & Coru, 2013; John, 1992).
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CONTROL UNIVARIADO POR VARIABLES

Esta gréfica es propuesta por Walter Shewhart es una de las herramientas mas utilizadas en el
SPC, permite monitorear y controlar el promedio de un proceso es conocido como grafico X, es
una carta que se aplica para controlar y mejorar la calidad media a través del valor promedio ¥,
calculado en cada subgrupo o muestra, es presentada simultdneamente con el grafico R que
permite controlar y mejorar la dispersion o variabilidad (Diharce, Noriega, & Tel, 2010). Pero
como la variacién es inherente en cada subgrupo los promedios y los rangos varian en cada

subgrupo permitiendo asi dos tipos de errores:

e Error tipo I: ocurre cuando al tomar una muestra conduzca a tomar una accion, cuando en
realidad no ha habido cambio alguno en el proceso.
e Error tipo Il: sucede cuando al tomar una muestra la grafica muestre un proceso bajo

control cuando en la realidad haya ocurrido un cambio en el proceso.

Para que un proceso de produccion sea estable, ambas estadisticas, tanto el promedio como
la dispersidn deben estar en estado de control. Por tal motivo, para efectos practicos, las cartas X
y R se dibujan en la misma hoja de papel. Esta etapa del proceso se conoce como FASE 1.

La siguiente lista muestra la secuencia de actividades generales que se sigue en la

elaboracion de cartas de control X y R:

1. Establecimiento de objetivos.

2. Seleccion de las variables a controlar: la variable o variables a controlar deben ser magnitudes
susceptibles de medirse.

3. Eleccion del criterio de formacion de subgrupos.

4. Eleccion de tamafio y frecuencia de los subgrupos.

5. Determinacion del método de medicion.

6. Obtencion de las mediciones y registro de ellos.

7. Calculo de la media, X de cada subgrupo.

8. Calculo de la amplitud R, de cada subgrupo: la

amplitud de cada subgrupo se calcula restando el
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valor de la medicién mas baja de la mas alta.

9. Calculo del rango promedio R.

GRAFICO DE CONTROL MULTIVARIANTES.

Durante la Segunda Guerra Mundial la técnica estadistica de graficas de control univariadas fue
la méas utilizada a pesar de que los procesos y productos que se
analizaban poseian en su gran mayoria dos 0 mas caracteristicas de calidad (Luis, 2010). Con el
tiempo se dio la necesidad de aplicar herramientas estadisticas multivariadas para controlar en
forma simultdnea dos o mas variables (Herrera & Fontalvo, 2006; Miguel, 2010; Marta, 2016).
Sin embargo, las técnicas multivariadas de control son técnicas muy complejas de utilizar, por
los conceptos matematicos que se manejan. Esta dificultad es superada posteriormente con el
avance de los programas o software especializados en control estadistico de procesos, lo que
origind un interés de las técnicas de control multivariado. EI numero de caracteristicas de calidad
en una Gréafico de Control Multivariado a es representada por p. El principal objetivo en este tipo
de carta es determinar bajo un contraste de hipotesis si las p variables se encuentran bajo control
estadistico. Para resolver este problema se propusieron dos métodos (Huertas & Mellado, 2005;
Omar, 2012).

1) Realizar una carta de control a cada una de las $ variables y rechazar la hipotesis cuando
cualquiera de  estas variables indiguen una  sefial fuera de  control,
obteniendo de esta forma un error tipo I ()p 1— 1 — a,2) Rechazar la hipétesis cuando todas
las cartas indiquen que la variable a controlar posea una sefial fuera de control, en este caso la
probabilidad de error tipo | es de alfa p . Sin embargo, ninguna de estas propuestas explica el
grado de correlacion que pueda tener las variables, que en muchas ocasiones existe (Chen,
Verwater-lukszo, Molin, & Bucchianico, 2005). Se Considera el caso en que se controlan dos
caracteristicas de calidad, que se distribuyen en forma de normal bivariada. Posteriormente se
selecciona una muestra de n observaciones para cada una de las caracteristicas de calidad y se

evalla con un estadistico cualquiera (Scholz & Tosch, 1993).
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El método a considerar es la construccion separada de dos cartas superpuestas para cada
una de las variables. Si el estadistico del subgrupo, en este caso la media, queda dentro de la
regiéon rectangular se considera el proceso bajo control estadistico. Sin embargo, la region
realmente es de naturaleza eliptica, lo que implica que al tomar como referencia la region
rectangular posibilita la aparicion de errores que conlleve a conclusiones lejanas de la realidad

del proceso.

TEOREMA 1
Sea X un vector columna aleatorio de p dimensiones que tiene una distribucion normal
multivariada con parametros p y X. Entonces la variable aleatoria

T2=(X—p) Z-1(X — p) tiene una distribucion y 2 con p grados de libertad.

TEOREMA 2

Sea X = (X1, X2, ..., Xp)" un vector columna con distribucion normal multivariada y

Pardmetros p y X. Suponer una muestra aleatoria de tamarfio n con el vector columna
X=()"X1 X 2,..., X p, donde X i es el promedio muestral de Xi. Entonces X tiene una

distribucion normal multivariada con vector de medias p y matriz de covarianzas X/n.

CORRELACION ESTADISTICA.

La correlacion estadistica puede estudiar y establecer las relaciones entre las variables, para
predecir el comportamiento de una variable en funcion de su comportamiento (Sampaio, 2015;
L., 2008; Alejandro, 2002). Es decir, determina la relacion o dependencia que existe entre las dos
variables que intervienen en una distribucién bidimensional (Antunes, 2012; Antonio, 1996).
Estableciendo que los cambios de una de las variables influyen en los cambios de la otra. En
caso de que suceda, diremos que las variables estan correlacionadas o que hay correlacion entre

ellas.

CULCYyT//Septiembre-Diciembre, 2017 108 Afio 14, No 63. N° Especial



2. METODO

El método en el que se basara este estudio es el propuesto por Ochoa y Tamayo (2014), para el
cual, dependiendo de la naturaleza del proceso, se aplican diferentes técnicas de Control
estadistico multivariante a fin de obtener el mejoramiento de la calidad que tenga un impacto en

el factor econdmico. Estas técnicas se aplican a través de dos pasos.

1) Investigar el sistema del proceso por medio de la creacion de un comité de calidad formado
por los responsables del proceso el cual identifica la situacién problematica mediante sesiones de
lluvias de ideas, y da respuesta a la pregunta, ¢(Ddnde aplicar el procedimiento de control en el
proceso, dado que existen muchas variables?

2) Recolectar y evaluar el conjunto de datos preliminares esta fase consiste en la verificacion de
la calidad de los datos, examinando los errores de los datos tanto humanos como electrénicos se
analizan aquellos problemas que pueden afectar el uso y desempefio del estadistico T *, en
contraste con los problemas de la recoleccion de datos estudiados en el paso 2 (Jackson, 1991
citado por Ochoa y Tamayo, 2014). El estadistico T* para una observacion (n = 1) sobre p

variables se expresa como:

T°=|x-XIs*(x-X)

Equation 1 T2 de hoteling (1)

Donde X = (X1,,X2,Xp) donde el vector de medias muestréales;

(X) representa una medida del centro del proceso.

La matriz de varianzas-covarianzas S proporciona informacion sobre las variables
individuales y sobre la correlacion entre los componentes de la vector observacion.
El uso del estadistico T * en el control estadistico requiere el cumplimiento de ciertos

supuestos entre las variables, como son:
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a) Ausencia de colinealidad, o redundancias exactas entre las variables del proceso, lo que puede
ocurrir cuando dos variables estan perfectamente (o casi perfectamente) correlacionadas. Esta

anomalia puede resolverse eliminando alguna de las variables del estudio.

b) Independencia entre las observaciones, pueden surgir dependencias de tipo temporal entre las
observaciones, lo que genera problemas de auto correlacion. Es importante sefialar que la
deteccion de auto correlacion no prohibe el uso del procedimiento T =, simplemente hay que

ajustar los datos ante la presencia de este tipo de dependencia (Mason, Tracy, & Young, 1997).

El proceso de depuracion consiste en calcular el valor T * para cada observacion y
compararlo con un valor de la distancia critica, denominado el limite de control superior (LCS)
(Adan, 1999). Se eliminan las observaciones con un T * > LCS, después de investigar las causas;
en caso contrario, dichas observaciones se retienen. El proceso continla hasta obtener un
conjunto de datos homogéneos, con los que se estiman X vy 5, para construir el estadistico de
control T # 'y asi monitorear futuras observaciones (Fermin, Valdiviezo, Orlandoni, & Berreto,
2009).

Para la implementacion de control estadistico de proceso multivariante se puede realizar

por medio de dos fases distintas en la utilizacion de graficas de control (Alt, 1985).

La Fase | se dirige a la estimacion de los parametros del proceso y estd conformada por

dos Etapas
Etapa 1: consiste en un examen retrospectivo de la conducta de los subgrupos previamente
definidos.
Etapa 2: Es el examen prospectivo de futuros subgrupos, utiliza los valores especificados para

los pardmetros del proceso.

El objetivo de la Fase | es determinar si el proceso esta en control estadistico mediante el uso de

graficas de control y estimar los pardmetros en control del proceso.

De esta manera se inicia con el analisis de 6 variables.
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1) Se identifican y seleccionan 6 variables a medir de un vaso termico.

llustracion 1. Muestras de las 6 variables.

1 2 3 4 5 7 8 10
A 4837 | 47.88 | 4824 | 4762 | 4792 | 4794 | 4814 | 4752 | 4808 | 4784
B 9401 | 9406 | 93.82 | 9418 | 9395 | 9430 | 9411 | 9364 | 9347 | 9364
C 80.75 | 80.85 | 8038 | 80.71 | ®0.81 | 81.10 | 8118 | 79.77 | 8056 | 8135
D 2.92 2.99 2.86 3.28 2.89 3.24 3.10 3.15 2.99 3.06
E 7485 | 7498 | 7439 | 75.09 | 75.40 | 7512 | 7557 | 7381 | 75.19 | 7535
F 1.6445 | 1.6361 | 1.6775 | 15773 | 1.6026 | 1.5788 | 1.7003 | 1.5660 | 1.6523 | 1.6892

2) Se analiza la correlacién entre dichas variables.

llustracion 2. Matrices de correlacion.
correlacion

1 0.31 0.41 -0.04 -0.09 0.39
0.31 1| 0.23864| 0.055229( -0.05459| 0.371413
0.41 0.23864 1| 0.058977| 0.08359| 0.093345
-0.04 0.055229| 0.058977 1| -0.1049| 0.115625
-0.09 -0.05459| 0.08359| -0.1049 1| -0.22413
-0.05 0.08359| -0.1049| 0.115625| -0.22413 1

3) Prueba de normalidad de los datos analizados.
Grafica de probabilidad de A
Normal
999
Media 48.16

9 Valorp 0485

90
g 3
8 30

20

1

ot 47.50 47.75 48.00 48.25 48.50 48.75 49.00

A
Figura 1. Prueba de normalidad
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4) Gréaficos X-R de las muestras obtenidas en donde se observa estar dentro de control.

Grafica Xbarra-R de A
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Figure 2. Grafico X-R 1 de las 6 variables.

5) Gréaficos multivariable T2 de Hoteling observemos las seis variables en conjunto se puede
observar que la variable A en el grafico univariable supone estar dentro de control pero al hacer
el analisis multivariado observamos que se encuentra fuera de los limites de control.

Grafica Tcuadrada de A, ..., F
60

50
40

30

Tcuadrada

20 LCS=21.02
10 m/
\ A d Mediana=5.14
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Muestra

Figura 3. Grafico Multivariable

Se observar que existe una muestra fuera de control, en consecuencia habra que buscar si
existe alguna causa asignable investigando qué variable origina dicha situacion. Uno de los
procedimientos para averiguarlo es analizar cada variable individualmente.

Para tratar de detectar la variable que esta fuera de control obtendremos los intervalos de

Bonferroni con un nivel de confianzade 1 - 0 =0.99y p = 6.
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Asimismo, la variable A es un valor fuera de los limites de Bonferroni, de donde se infiere que
esta variable si esta fuera de control y esto lo debe considerar el ingeniero al tratar de identificar
la causa del problema.

llustracion 3 Limites Bonferroni.

Limites bonferroni

x1 x2 x3 x4 x5 X6
(/<) 0.114312237 0.293231179 0.344718149 0.105886 0.351329 0.042725
muestral
A -0.2053
B -0 21818
C -0.185511111
D -0.0581
E 0.30636
F -0.037543

En la Fase Il, las graficas se usan para probar si el proceso permanece bajo control
cuando se extraen futuras muestras, para evaluar el disefio de las gréficas control multivariante
de diferentes tamarfios de muestra y longitudes promedio de corrida por sus siglas en inglés
(PLC) se simularon 1000 realizaciones en las cuales las 300primeras muestras tenian una media
dentro de control de la 301 a 400 habia un cambio de media de 2o

Lo que hace en la fase Il es aplicar la carta T 2 a muestras futuras, es decir a muestras que
no intervinieron en la fase 1. Sea p el nimero de variables monitoreadas, k el nimero de muestras
en la fase I, n el tamafio de cada muestra y a el nUmero de muestras eliminadas en la fase I. Sea
X vy S, laestimacionde v

respectivamente, obtenidas en la fase 1. Entonces el estadistico T 2 de la fase Il se define como:

¥
I ="

2 |

- - | 1'.'1'.__ -
T =n -_"n.‘ﬂ.-.m'.r.:—-."l. I LSJ._,Il !-"I-L:“_Ii'hm_l |

—"
= |

Equation T2 de hoteling fase 11 (2)

Y el limite superior es:

plk—a+ln-1)
(k—am-k+a—-p+1

LCS=

} o, p. (k-ain-k+a-p+l

Equation Limite de control superior (3)
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Donde PLC = 1/ es el PLC bajo control. Observe que el LCS es diferente del que se usa en la
fase .

lustracion 4. Simulacién de corridas con diferentes

PLC n A B = D

100 3.07 12.45 8.03 16.89 A Falsas alarmas

200 3 1.50 7.49 12.58 13.64 B Puntos fuera de control cuando cambia la media
300 0.97 6.39 15.65 19.65 E Corridas promedio antes de detectar fuera de control
100 2.97 26.18 3.81 16.84 D LCR

200 5 1.46 19.22 5.20 18.58

300 1.04 15.95 6.27 19.59

100 2.94 64.31 1.55 16.81

200 10 1.52 55.86 1.79 18.55

300 1.00 51.08 1.96 19.55

100 3.05 B88.02 1.13 16.80

200 15 1.49 82.90 1.20 18.54

300 1.05 79.48 1.26 19.55

PLC

Simulacién de 400 muestras

Q Tamario de los subgrupos,n= 3, PLC = 100
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o | $ Y ! :
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Simulacién de 400 muestras
5’, Tamario de los subgrupos,n=5,PLC = 100
7 |
|
3 Cambio de media — [
T 1
I
x g | fr PR O I
9 o
= |
o
T
400
Muestra
Simulacién de 400 muestras
2 Tamario de los subgrupos, n= 10, PLC = 100
B T
|
=} Canfibio d@ media —
S * .orﬂme ia
5 # R AL
[
g . ” ! 1 rd LD
. T : 1T ST T 1 ] WML{QL HIMH
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Simulacién de 400 muestras

< Tamario de los subgrupos,n= 15, PLC = 100
T |
I
% | m
[
@ o I
o N+
— L]

0 100 200 300 400

Muestra

3. Conclusiones y Recomendaciones.

Se observo en este articulo que al utilizar graficos multivariante se tiene un proceso mas robusto
ya que se identifican mas facilmente puntos fuera de especificacién el estadistico T2 facilita el
diagnostico de los cambios en el proceso que dieron origen al problema dotando al investigador
de un conjunto de indicadores capaces de mostrar cuales de las relaciones entre las variables

definidas por la data historica que han quebrantado en la sefial encontrada.

En la simulacién es claro que una muestra de tamafio (n=10) es adaptable y aceptado por la

mayoria de procesos en la industria.
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