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RESUMEN

El presente articulo esta orientado para estudiantes de ingenieria, donde el Método de Newton para encontrar raices
reales o complejas de una funcion tiene aplicaciones para casos en los cuales la solucion a este tipo de problemas, o
bien es muy compleja o no tiene solucion analitica. Ahora bien, la utilizacion de las hojas de calculo de Excel y el
Método de Newton, se justifica porque resulta menos complicado el proceso y si mas intuitivo. EI manejo
sistemético del uso de la hoja electrénica y la elaboracién de materiales pertinentes deben contribuir a la
incorporacion de las herramientas computacionales como recurso didactico..
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INTRODUCCION

En los cursos habituales de célculo,
de algebra e incluso de analisis numeérico, la
utilizacion de algin tipo de software
matematico en los procesos de ensefianza y
de aprendizaje se reducen a plantearlo al
organo colegiado que norma la actividad
académica en cada institucién, sin embargo,
lo usual es que los esfuerzos sean aislados o
dejados a la tutela de los maestros de las
materias de la especialidad.

Ahora bien, la utilizacion sistematica
como recurso didactico y como recurso
cognitivo que dé coherencia a una serie de
significados es la tarea a seguir.
Coincidimos en que la mayor dificultad no
radica en el uso de una nueva herramienta
sino en concebir un proyecto en el cual
tenga sentido la utilizacion de la mismay, a
partir de él, los nuevos recursos tecnoldgicos
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puedan potenciar la propuesta educativa o
enmarcarla (Litwin, 2005).

Particularmente, ya se ha
reflexionado mucho en torno al papel que
puede desempefiar el software matematico
en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje.  Su  incorporacion  esta
cambiando la manera en que docentes y
estudiantes  conciben las  actividades
matematicas y desarrollan investigaciones
en torno a distintos temas de la disciplina.
Su gran potencialidad grafica y de
procesamiento, asi como su cada vez mas
accesible y dinamica interfaz, constituyen
caracteristicas de gran relevancia en relacion
con los sistemas de representacién y las
representaciones semioticas que resultan de
vital importancia para que los alumnos
conciban la construccion del conocimiento
matematico (Co, 2011).
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En nuestro caso, el manejo
sistematico del uso de la hoja electronica de
calculo, la elaboracion de materiales
pertinentes 'y la incorporacion  de
definiciones de férmulas en el lenguaje de
Excel, se reduce a un grupo de practicas con
aplicaciones diversas alrededor de la hoja de
célculo:

1. Una introduccion al modelado a
través del andlisis de las primeras
diferencias finitas y la experimentacion,

2. Cocientes de diferencias vy
algebra lineal para modelar problemas de
variacion en funciones de 2 variables
utilizando Microsoft Excel,

3. Uso del la hoja de calculo de
Microsoft Excel, para comportamientos
exponenciales a partir de un experimento de
laboratorio.

Estas practicas se constituyen en un
grupo con utilidades diversas, pero con una
clara intencion didactica. La sistematizacion
del uso del software y elaboracion de
materiales didacticos, deben contribuir al
uso como recurso didactico.

Sobre el método empleado (Método
de Newton), éste tiene condiciones para el
uso de Excel como las siguientes: a) se
encuentra centrado en una solucion
numérica, b) utiliza aproximaciones
numéricas sucesivas, hasta obtener un grado
de exactitud deseable, c) incorpora para su
definicion formulas en el entorno de Excel.

METODO DE NEWTON

En los cursos de analisis numérico o
de métodos numéricos que se imparten en
los programas de ingenieria, el método de
Newton-Raphson nos auxilia, mediante un
algoritmo iterativo, a aproximar al valor, o
valores de la variable que resulta en los
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ceros de la funcién real (también conocidos
como las raices reales de la funcion).

El método utiliza la derivada de la
funcién evaluada en un punto relativamente
cercano a la raiz que se pretende “cercar”.
Con el valor de la derivada se encuentra la
ecuacion de la recta tangente a la funcion en
el punto dado. Si la pendiente de la recta es
diferente a cero, se calcula el punto de
interseccion de la recta tangente con el eje
de las abscisas (eje x). Con este nuevo valor
de la variable x se encuentra el siguiente
punto de la funcion y se repite el proceso.

fxg)

Xk+1 = X — ;Txi)
siguiente valor de la variable x hasta que

f(x,) = 0.

Donde f'(x) es la derivada de la
funcion.

nos da el

Este método no garantiza que el
valor converja después de algunas
iteraciones, depende de varios factores como
la cercania del valor inicial o semilla con la
raiz y la propia naturaleza de la funcion.

Para calcular la derivada de la
funcién en un punto determinado utilizamos
la definicion de la derivada como el limite
del cociente de diferencias f'(x,) =

f(xo+;_f(x0) solo que llevandola

un poco mas alla, basicamente viendo como
cambia la funcion al hacer desplazamientos
hacia la derecha, luego a la izquierda y
usando la media como estimacion de la
derivada:

f,(xo) = limAx—>0

lirnAx—>0

f(xo+Ax)=f(x0—Ax)

2Ax

Tomemos un valor inicial para X,
digamos que x = x,. Ya con el valor de la
derivada en el punto de la funcion
(o, f (x0)) como la pendiente de la recta
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tangente, buscamos la abscisa al origen de la
tangente: (x;,0)

m = f'(xy) = %(;Cz) despejando
£ (xo)

tenemos que x; = xy — .
g 1 0 frixo)

METODO DE NEWTON /

METODO DE NEWTON

CALCULOS
MICROSOFT EXCEL

Como una primera aproximacion
hicimos una hoja para buscar las raices
reales de un polinomio hasta de sexto grado
en el que el usuario ingresa los coeficientes
de cada término. P(x) = Gx® + Fx> +
Ex* + Dx3 + Cx? + Bx + A.

UTILIZANDO
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Repetimos el  proceso  para
X1, X5, .., X, hasta que f(x,) esté
suficientemente cerca de cero. (Si es que el
método converge).

METODO DE NEWTON

METODO DE NEWTON

4+ Introduzca los coeficientes

G F E o | c_ | e | a |
6 0 ] 1 | o | 4 | zes | 45 | 0 |
7

& |Introduzea un valor inicial paraz: [ 65 ] —
]

10

1t h

1 0.000000T

12 z Ha. Hz+h) | F(s. n.1

14 55 | -36.09375 | -36.03374 | 10316624 | 5150108

1 EIROM0E | 7.8034213 | 7.9034158 | B0.166523 | B.0187261

16 GETES | 08679539 | 0867986 | 47.2013 | 5000341

1 5000741 | 00156134 | -0.0165148 | 45.520927 | -5.0000001

1 50000001 | -5.269E-05 | -7.185E-07 E

1 E LOGEET3 | 4.55E

20 E L77EE14 | 4.55E-

2 E LT7GE14 | 4.55E- _
22 - TTGE-14 | 455E- =
2 E L77GE14 | 4.55E- e
24 E LT7EE-14 | 4.55E-

5 E L77EE14 | 4.55E-

25 E LT7GE14 | 4.55E-

il E LT7EE-14 | 4.55E-

] E L77EE14 | 4.55E-

P E LT7GE14 | 4.55E-

a0 E TTBE-14 | 455E-

l E L77EE14 | 4.55E

32 [ 18 E LT7EE-14 | 4.55E-

718 E L77EE14 | 4.55E-

34 20 E LTT6E- 55E

e

Fig. 2. Iteraciones para aproximar la raiz.
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Incluimos la grafica de la funcion
f(x) = P(x) para que sea posible visualizar
las intersecciones con el eje x y aproximar el

valor inicial con 20 valores y la opcién de
regular los pasos.

Polinomio de x

5 /

: /

P(x)

X

Lo Para la grifica
37 g 1 2 3 4 5 5 7 g 3 10 1 12 13 1 15 16 17 12 |\ 20
38 au | T 55 | B0s [ 46 [ 415 | 3y | -3e6| 28 | 236 18 [ 145 1 [ 065 00 | 036 [ o8 [ 125 | F | 218 | 2e | z06 |
3 045 Pz 3609375 | -2 3902628 11862544 | 14096768 | 998 [ 2646 [-znaz]-e7val emmt] ez | -6 [ -zaem[-0avr] 118 [ 14m Joeza | ozaforve] a0z | aaae]
40 1

H
4 4 » M| metodo de Newton  Sheet? . Sheet3 . #1 K]

Fig. 3. Grafica de la funcidn polinomial con su tabla de valores.

Raices complejas

¢Qué pasa con las raices complejas
del polinomio? Tomemos, por ejemplo, la
funcion f(x) = x?+x+ 1, encontrar la
solucién para f(x) = 0 nos lleva al campo
de los nimeros complejos.

Formalmente, el método de Newton
para la variable compleja es igual que el
método para la variable real. Parece ser que
los primeros estudios detallados sobre Ng,
siendo g una funcién de variable compleja y
analitica, aparecen en los trabajos de Ernst
Schroder en 1870 y de Arthur Cayley en
1879 (Gost y de la Asuncién, 2003).

A partir de la version 2010 de
Microsoft Excel es posible realizar
operaciones utilizando numeros complejos
de la forma z = a + bi. Algunas de estas
operaciones se enlistan en las funciones de
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ingenieria, por ejemplo: IMSUM, IMSUB,
IMPRODUCT, IMDIV, IMPOWER,
IMSQRT, IMABS calculan la suma,
diferencia, producto, cociente, potencia, raiz
cuadrada y modulo de numeros complejos.
(version en inglés).

Primero probamos el algoritmo para
calcular la derivada de la funcion para

nimeros  complejos f'(z,) =
_ Az)—f(zo—A .
lim,,_,, L&e* Z;Aﬁ @42 v Vimos que

funciona esta propiedad de las funciones
reales también para los complejos z = a +
bi.

Fig. 4. Plano complejo
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Ahora bien, ¢qué decir del método de
Newton con nimeros complejos?

El teorema fundamental del algebra
establece que todo polinomio de una
variable no constante con coeficientes
complejos tiene una raiz compleja, es decir,
existe un nimero complejo que evaluado en

el polinomio da cero. Este incluye
polinomios  con  coeficientes  reales,
cualquier numero real es un numero

complejo con parte imaginaria igual a cero.

Todo polinomio de grado n, con
coeficientes complejos, tiene exactamente n
raices, no forzosamente distintas, es decir
contadas con su orden de multiplicidad.

Por ejemplo, el polinomio de grado
4: P(x) =x*+x3—8x2—-9x tiene 4
raices reales como se muestra en la figura 5.

A [} & [ E [ 1 J K L [ N
POLINOMIO | semual 2 | a2 |
%2 |

| Real | iwac |

|
=
L

1

1
2 I
5 GRAFICA DE LA FUNCION [
4 100508
5 EE I 1) iz |
5 |
7

I

EE IES 206875

035 345 | 1647013125
8 28 19936 i
285 | 464611875

modulo|
10586-0 0002029547875406471 0.00033 |

068788105 /
18 07 96359 \ /
5 T /
b e /

» M| GRAFICA  Calculos . “Sheet3 ¥J

Fig. 5. Método de Newton: Polinomio con
raices reales.

En la misma figura 5 se observa que,
utilizando un valor inicial z, = —2 — i, con
el metodo de Newton habilitado en la hoja
electronica para hacer calculos con nimeros
complejos, se obtiene una aproximacion a la
raiz de z, = —1.1497 + 0i donde

f(z) = 0.000255 — 0.000203. (
mod(f(z)) ~ 3.3E — 4).
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Para obtener las otras 3 raices se
cambia el valor inicial acercandolo a la raiz
visible en la grafica.

Observamos en la practica, que para
acercarnos a raices reales es mas
conveniente utilizar una semilla real (para
zo =—1.5, Zr = —1.1497+0i vy
mod(f(z;)) = 3.1E —5.)

Si al polinomio del ejemplo anterior
le sumamos 10 unidades, de manera que nos
quede de la forma P(x) = x* + x3 — 8x2 —
9x + 10, notamos en la figura 6 que solo
tiene 2 raices reales, por lo tanto, las otras
dos son complejas conjugadas (puesto que

A 5 ¢ v s H ' s 3 L ™ N
1 | POLINOMIO EIVITEN [ T
2 = T e 1 x ind
3 ‘GRAFICA DE LA FUNCION L 1+ 1 % T = 10
2[n 1.00E-08]
5 35« 1) e ] -2.2083 05193
& 3 35 | e [ parte real parte imaginaria
7 035 335 | 2617013125 médulo]|
B 28 119936 | 0007747217892677251 000111 |
) 235 | s3ssesins
10 21 35071
1 175 | 526953135
n 14 80176 /
] 105 | 108768135 /
1 07 | nam
15 56616 10
5 N \ /
18 07 03631 \ /
19 105 | 50686875
. T /
21 175 | ssiiers
2 Fr i /A
3 245 | 33386875
2% 28 s 2976
P 315 | siemmsiss | | + 2 2 4 \\
2 35 | 7aears
7
2
2
50 )
2 —

Fig. 6. Polinomio con raices complejas.

Tomamos el valor inicial z, = —2 —
i, donde se obtiene una aproximacién a la
raiz de

zp =~ —2.2081 — 0.5193i con
£(z) ~ 0.00079 — 0.00077i. (
mod(f(z;)) = 1.1E — 3).

Y con el valor inicial zy = =2 + i,
donde se obtiene una aproximacion a la raiz
de

7 = —2.2083 4+ 0.5193i con
f(zx) = 0.000066 + 0.000056i. (
mod(f(z;)) = 8.7E —5).
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Para las raices reales utilizamos

zo = 0+ 04, obtuvimos Zy =
0.7208 + 0i ( mod(f(zx)) = 9.65E —5),
zy = 2.5+ 0i, obtuvimos z, =

2.6957 + 0i (mod(f(z)) ~ 8.62E — 5).

%

A 3 5 G G % H i
POLINOMIO
x 3 2 x 1nd
GRAFICA DE CION 1 1 5 ) 10
o

Fig. 7. Calculo de una de las raices reales.

En la figura 8 se muestra la hoja con
los calculos en nimeros complejos.

HA45 - J= | =IMSUM(CA5,D45,E45,F45,G45)

X ]
sowua [C25 | o
[T T

Vo]

Fig. 8. Hoja de calculos
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CONCLUSIONES

El presente trabajo es solo una
pequefia muestra de la utilizacion de un
recurso informatico de uso comdn como
recurso didactico en la ensefianza de las
matematicas universitarias.

No se puede dejar de mencionar que
también se implica la formacion de docentes
en la utilizacion de la tecnologia como
herramienta cognitiva en los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

Esto conlleva a una preparacion no
solo en el uso de software especificos sino
también en la planificacion de actividades y
en la elaboracion de materiales didacticos.
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