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RESUMEN

El presente articulo expone, en términos generales, la problemética que envuelve la ensefianza y el aprendizaje del
calculo diferencial, referenciado en las investigaciones publicadas en el &rea de Matemética Educativa. En la
ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada y la definicion de variacion encontramos una serie de obstaculos
para lograr su comprension y aplicacion. Esto hace necesaria la blUsqueda de nuevas estrategias didacticas que
contribuyan a que los estudiantes logren conocimientos significativos. En este trabajo presentamos una propuesta de
un problema tipo que puede ser reproducido en un experimento de laboratorio y que muestra tener un potencial
didactico importante, dado que puede fomentar el desarrollo de ciertas habilidades cognitivas de tal manera que
propicie en el estudiante, la percepcién de que los problemas presentados en clase, no son productos prefabricados
cuyo trabajo sobre ellos culmina al encontrar la solucidn, sino que, al contrario, es posible la bisqueda de mas

variantes que contribuyan a refinar las situaciones planteadas en clase (Ruiz, 2012).
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INTRODUCCION

En base a nuestra experiencia como
docentes dentro de la Universidad
Auténoma de Ciudad Juarez (UACJ), hemos
detectado que los estudiantes de los cursos
de calculo diferencial no tienen una idea
clara del concepto de derivada expresada
como una razon de cambio o variacion. Las
causas mas comunes podrian ser:

a) El discurso tradicional del
docente. Ensefiar la derivada como un
proceso algoritmico o de aplicacion de
férmulas.

b) EIl tratamiento que se da en los
libros de texto del concepto sin darle una
significacion préactica en problemas fisicos o
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de aplicacion real en los campos de la
ingenieria.

Lo anterior nos preocupa y por tal
motivo nos dimos a la tarea de realizar una
investigacion en donde se involucran
experimentos de simple realizacion sobre
fendmenos fisicos, en los cuales se pueda
observar un cambio cuantificable. Esto con
la intension de buscar el proceso cognitivo
donde el estudiante pueda asociar esos
cambios con el concepto empirico de la
derivada de una funcion, haciendo hincapié
en que el objeto de estudio no es tanto el
concepto de derivada, el experimento o la
razon de cambio sino la forma en que el
estudiante lo interpreta en un contexto
fisico.
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En este proceso es que nos surgen las
siguientes preguntas:

e ¢Como favorece a los estudiantes
de calculo diferencial la experimentacion
fisica para comprender la derivada como una
cuantificadora de la variacion instantanea?

« ¢Como influye el interactuar en
una situacion no tradicional para lograrlo?

Para nuestra investigacion
recopilamos algunos experimentos de
fendmenos fisicos, en los cuales se
presentan a los estudiantes los resultados
obtenidos como una simple informacion v,
posteriormente se realizan los experimentos
en presencia de los alumnos, analizando en
cada caso la interpretacion que éstos le den,
con el fin de saber si reconocen la variacion
instantanea como el concepto de derivada.

Creemos que en estudiantes de nivel
superior es de suma importancia que éstos
pasen de un nivel de conocimiento a otro o
de un contexto a otro, en este caso del fisico
al matematico y viceversa.

En esta investigacion trataremos de
analizar el concepto de variacion o razén de
cambio desde un aspecto cognitivo con
estudiantes del Instituto de Ingenieria y
Tecnologia (11T) de la UACJ.

LA NPROBLEMATICA EN LA
ENSENANZA Y APRENDIZAJE DEL
CALCULO DIFERENCIAL

Para realizar esta investigacion nos
apoyamos en una teoria cognitiva conocida
como APOE. Esta teoria maneja los niveles
de cognicion: Accion, Proceso, Objeto y
Esquema, y estd fundamentada en la
epistemologia genética de Piaget y fue
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elaborada de manera inicial por Ed
Dubinsky.

En relacién a nuestro problema de
investigacion, Cantoral y Molina (2005) nos
dicen que antes de intentar acotar el sentido
del término ‘variacional’ debemos dejar
clara la diferencia que percibimos entre
cambio y variaciéon: La nocion de cambio
denota la modificacion de estado, de
apariencia, de comportamiento o de
condicién de un cuerpo, de un sistema o de
un objeto; mientras que la variacion, la
estamos entendiendo como una
cuantificacion del cambio, es decir, estudiar
la variacion de un sistema o cuerpo significa
ejercer nuestro entendimiento para conocer
como y cuanto cambia el sistema o cuerpo
dado.

Sobre nuestro problema en particular
Contreras et al. (2000) comentan que uno de
los fendmenos didacticos caracteristicos de
la ensefianza del andlisis matematico es la
“algebrizacion del calculo diferencial” que
reduce el concepto derivada a las
operaciones algebraicas y trata de forma
simplista las ideas especificas del andlisis,
como la razobn de cambo instantanea,
obstaculizando la construccion de una
comprension compleja de la derivada.

En este mismo sentido, Contreras
(2000) plantea que la ensefianza del Célculo
ha sido, a veces, una ampliacion de métodos
algebraicos y no un estudio de la matematica
del cambio, Contreras considera
fundamental identificar concepciones de la
derivada tales como: concepcion de razon de
cambio instantaneo, concepcion geométrica
(asociada histéricamente a la idea de
pendiente de la tangente de Fermat),
concepcion numerica (asociada
historicamente a la idea de limite de
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Cauchy) y concepcion algebraica (asociada
al uso de los métodos algebraicos en el
concepto de derivada).

Identificar las dificultades en Ia
comprension de los conceptos matematicos
en general, y de la derivada en particular, ha
generado trabajos de investigacion que
pretenden describir como se transforma y
evoluciona el acercamiento al objeto
matematico, la teoria APOE de Dubinsky
(citado por Meel, 2003) alude a la propuesta
de Piaget sobre el proceso de abstraccion
reflexiva (que segin Piaget, es el
mecanismo mediante el cual un individuo se
mueve de un nivel de comprension a otro).
La teoria APOE establece que el desarrollo
de la comprension comienza con la
manipulacion de los objetos fisicos o
mentales  previamente construidos en
términos de acciones; las acciones se
interiorizan para formar procesos que se
encapsulan para formar objetos. Finalmente,
las acciones, los procesos y los objetos se
pueden organizar en esquemas.

Existen diferentes autores que han
reportado resultados sobre las dificultades
que presentan los estudiantes en el
aprendizaje del concepto de derivada y
variacion.

Artigue (1995) dice que, aungue se
puede ensefiar a los alumnos a realizar de
manera mas 0 mMenos mecanica algunos
calculos de derivadas y a resolver algunos
problemas estandar, hay dificultades para
que los jovenes de estas edades logren una
comprension satisfactoria de los conceptos y
métodos de pensamiento que conforman el
centro del analisis matematico. Por ejemplo:
algunos estudiantes son capaces de resolver
los ejercicios que se les proponen con la
aplicacién correcta de las reglas de
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derivacion, sin embargo, tienen dificultades
cuando necesitan manejar el significado de
la nocion de derivada, ya sea a través de su
expresion analitica, como limite del cociente
incremental, o0 en su interpretacion
geométrica, como pendiente de la recta
tangente.

MARCO TEORICO

El marco tedrico usado en esta
investigacion consiste de tres componentes
ilustradas en la figura 1 y la relacién entre
ellos. Un estudio del crecimiento cognitivo
de un individuo, tratando de aprender un
concepto matematico en particular, se
establece por medio de refinamientos
sucesivos, mientras que el investigador
realiza ciclos entre los componentes.

Anélisis tedrico

Observaciones Disefoe
y €&———| Implementacion
Evaluacion dela Instruccion

Fig. 1. Los componentes del marco tedrico

La investigacion comienza con un
andlisis tedrico modelando la epistemologia
del concepto en cuestién: Lo que significa
entender el concepto y cOmo ese
entendimiento puede ser construido por el
alumno. Este analisis inicial marca la
entrada de los investigadores en el ciclo de
las componentes del marco tedrico, esta
basado principalmente en el entendimiento
de los investigadores del concepto en
cuestion y sus experiencias como aprendices
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y maestros del concepto. El andlisis tedrico
da forma al disefio de la instruccion. La
implementacion  de  la  instruccion,
proporciona una oportunidad para reunir
datos y para reconsiderar el analisis tedrico
inicial. El resultado bien puede ser una
revision del anélisis teorico el cual entonces,
fundamenta la siguiente iteracién del
estudio. Esta iteracion inicia con la revision
del analisis tedrico y termina con una futura
revision o un entendimiento mas profundo
de la epistemologia del concepto en
cuestion, el cual puede fundamentar la
repeticion de otro ciclo. Estas repeticiones
se realizan tantas veces como parezca ser
necesario para alcanzar la estabilidad en el
entendimiento de los investigadores sobre la
epistemologia del concepto.

El proposito del analisis tedrico de
un concepto es proponer un modelo de
cognicion. Esto es, una descripcion de la
construccion mental especifica que un
estudiante podria hacer para desarrollar su
propio entendimiento del concepto.

Nos referiremos al resultado de este
andlisis como una descomposicion genética
del concepto, 0 sea, un conjunto
estructurado de constructos mentales, los
cuales podrian describir como el concepto
puede ser desarrollado en la mente de un
individuo.

LA DESCOMPOSICION GENETICA

En relacion a las concepciones que
tienen la mayoria de los estudiantes sobre la
derivada éstas estan centradas en procesos
operativos y mnemotécnicos, con el fin de
resignificar el concepto de derivada, nos
proponemos  describir el conjunto de
construcciones mentales que el estudiante
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debe de generar para lograrlo, éstas en torno
a la idea de variacion.

Varlacién

Fig. 2. Descomposicion genética del
concepto de variacién

Estos procesos cognoscitivos que se
pretenden provocar en los estudiantes
requieren que ya se haya trabajado con
técnicas y métodos de diferenciacion asi
como con la significacion de la derivada
como la pendiente de la recta tangente en un
punto de la gréafica de una funcion.

DISENO E IMPLEMENTACION DE LA
INSTRUCCION

En nuestros estudios reunimos datos
usando tres tipos de instrumentos: preguntas
y respuestas escritas en forma de examenes
en el curso o un conjunto de preguntas
especialmente  disefiadas; entrevistas a
profundidad de los estudiantes acerca de las
cuestiones matematicas en estudio; y una
combinacion de instrumentos escritos vy
entrevistas. Para efecto del anlisis de datos,
todos nuestros datos se agregan cruzando el
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conjunto de los estudiantes que participaron
en el estudio.

Los instrumentos escritos contienen
preguntas bastante estandar sobre el
contenido matematico y son analizados en
formas relativamente tradicionales.
Calificamos las respuestas en escalas
apropiadas que van desde incorrecto hasta
correcto con créditos parciales intermedios,
y luego se contabilizan las puntuaciones.
Cuando sea apropiado listamos los puntos
especificos (tanto correctos e incorrectos) en
las respuestas de todos los estudiantes y
recopilamos esos puntos. Esta informacion
nos dice sobre lo que el estudiante puede o
no estar aprendiendo y también sobre sus
posibles construcciones mentales.

En una encuesta realizada en el
transcurso del semestre Enero-Junio de 2012
con estudiantes de ingenieria que estaban
cursando la materia de Calculo Il y Célculo
Il (estudiantes que ya han acreditado el
curso de Calculo Diferencial) en el 1IT de la
UAC] realizada para explorar la concepcion
que éstos tienen respecto a variacion, se
obtuvieron los resultados mostrados en la
tabla 1.

Tabla 1. Resultados de la encuesta sobre el
concepto de variacion.

Concepto de variacion Porcentaje
Cuando dos cantidades son
interdependientes, los cambios en el valor 32 %
de una tendran un efecto predecible sobre
el valor de la otra.
Relacion entre dos variables de manera
que los valores de ambas variables 35 0%
aumentan o disminuyen al mismo tiempo
a una razén constante.
Modificacidon, cambio y transformacion. 25 %
Diversidad. 4%
Una variable como funcién de otra. 4%

Con el fin de saber la concepcion que
los estudiantes de las diferentes ingenierias
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en la Universidad Autonoma de Ciudad
Juarez tienen, referente a la derivada y al
concepto de variacion se les aplicd el
siguiente cuestionario a 48 estudiantes que
cursaban las materias de Calculo Il (céalculo
integral) y Analisis Vectorial.

| e
Instituto de Ingenieria y Tecnologia UA(.J P
Departamento de Fisica y Matematicas
Maestria en Matematica Educativa

Examen sobre variacion
Nombre: _E-Carollo )

A continuacion se muestran las graficas de la primera y segunda derivada de una funcion f(x)

{
{

v

Describa la grifica de la funcibn original f(x)

1 )&er\alv de x en que f{x) es decreciente

Esta es la grifica de f"{x (la primera derivada de f(x))

Esta es la grifica de " (x! (Ia segunda denvada dé I(x))

l/ A (% ,-3.5) B(-2,2) C(-350) D(->,0)
2 , Intervalo de x en que f{x) es concava hacia arriba
)441-3«5 0) B(-*,-2) €22 D (-*,®)
3 Valor de x en el que fix) tiene un maximo relativo
(-35) B () C () D (2)
4 ‘alor de x en el que f{x) tiene un minimo relativo
-3.5 B (2 C (o D (2)
VAL 3.5) -2)
5 /(aluv de x en el que f{x) tiene un punto de inflexion
VA (-3.5) B(-2) C (0) D (3.5)

Fouoye \
En cada caso explique el porqué de su respuesta.

Fig. 3. Muestra del cuestionario sobre
variacion.

Los resultados del cuestionario se
muestran en la tabla. Donde se puede
apreciar las respuestas de los estudiantes a
cada una de las preguntas. El instrumento
escrito se administra al total de la poblacion
y las respuestas se utilizan en la elaboracién
de las preguntas de la entrevista.
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Tabla 2. Resultados del cuestionario.

Preguntas Opciones No. de estudiantes % Porcentaje
1) Intervalo de x en que f(x) A (0,-3.5) * 20 42
es decreciente B (-2.2) 6 125
C (-35,0) 7 14.6
D (-,0) 12 25
2) Intervalo de x en que f(x) A (-3.5,0) 7 14.6
es concava hacia arriba B (-0,-2) * 13 27
C(-2,2) 11 23
D (-o0,00) 16 33.3
3) Valor de x en el que f(x) A (-3.5) 2 4.2
tiene un méaximo relativo B (-2) 7 14.6
C(0)* 21 44
D (2) 13 27
4) Valor de x en el que f(x) A(-35)* 16 33.3
tiene un minimo relativo B(-2) 17 35.4
C(0) 5 104
D (2) 6 12.5
5) Valor de x en el que f(x) A (-3.5) 4 8.3
tiene un punto de inflexion B(-2)* 11 229
C (0) 30 62.5
D (2) 2 4.2

*Respuesta correcta

Aqui se muestra la situacion de
aprendizaje que se implementé con
estudiantes que cursaban la materia de
Célculo | (célculo diferencial) a finales del
semestre agosto-diciembre de 2012, cuando
éstos ya habian visto funciones (unidad 1), la
derivada  (unidad Il), métodos de
diferenciacion (unidad 1ll) y estaban
iniciando la unidad IV que incluye
aplicaciones de la derivada.

El cuestionario fue disefiado en
funcion del objetivo fundamental de la
investigacion, propiciar que los estudiantes
pusieran en juego sus ideas acerca de la
derivada. Para ello se disefiaron 8 preguntas
que, para darles respuestas correctas, es
necesario poner en juego alguna o algunas
ideas bésicas que subyacen en el concepto
de derivada. Estas ideas basicas estan
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directamente relacionadas con la
cuantificacion de la variacion por medio de
las diferencias, con la cuantificacion relativa
de la variacion por medio de la velocidad
media, con la idea de limite del cociente
incremental, con las pendientes de tangentes
y con la velocidad instantanea. Las
preguntas no se plantearon para dar
respuestas abiertas, sino que se propusieron
opciones en las cuales se incluyen (ademas
de las que responden correctamente a cada
pregunta) algunas posibles respuestas que
esperdbamos de los estudiantes, las
respuestas esperadas fueron disefiadas
tomando en cuenta las dificultades ligadas a
los obstaculos epistemologicos y las
confusiones frecuentes en que incurren los
estudiantes cuando intentan entender los
conceptos basicos del calculo.
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MATRICULA 1 20835 recha_(8-Ock -12

L Eldibujo que e muestra se utiliza para representar la derivada de una funcion 3 = f(x) en uno de los puntos de

EXAMEN Di DIAGNOSTICO

su grifics, como un cociente de incrementos

& a e sx=fay
Flag) =g = limy o7 = im = ,si existe el limite.

1. ¢Enqué lugar de la grifica se aphca ks derivada segin
formuta?
a) en? bjenQ §enPyQ djenk

2. ¢Cudndo se hace tender &x — 0, qué pasa con el
cockente Ay/Ax?
a) Seanula E) Se hace infinitamente pequelio <) tiene
por limite un nimero dj Se aproxima a un NUMErO.

3. La derivada en cualquier punto se obtiene si en Ay/Ax .
a3 Ax=0 (B) &x%0 ) Axesunnimeroinfinitamente pequefio  d) Ninguno de los anteriores

1L La siguiente figura muestra ks grifica de una funcion y = £{x)
) : 1. iCudl es el valor de £{1)?7
a3 @2c¢1 @0

2. 4Cubl es el valor de la derivada en x = 37
2. -1 B0 c 1 d indefinido

1. La distancia en metros que recorren los cuerpos en caida libre
sobre la superficie terrestre la podemos aproximar con la formula 9|
d(r) = 5%, { ten segundos) Observa la grifica
1. ¢Cuénto cambia la distancia que recorre el cuerpo entre el
10y €1 2¢ segundo? o
3 im b Sm © 8m d 20m
£Cudl es 1a velocidad del cuerpo entre ¢l 18 y 20 segundo?
3 Smis @I15m/s ¢ 0ms d 02m/s
£Cudl o3 la velocidad del cuerpo on el segundo 17
a 4mfs b Smis £ 20mis d 15ms

Teempo 1 en segunoos

a0t

Fig. 4. Muestra del examen diagnostic.

La metodologia empleada en la
experimentacién implica la presentacién de
un fendmeno fisico en una secuencia abierta
en la cual se plantean al estudiante
cuestionamientos  relacionados con la
identificacion de variables, forma en que
éstas cambian, con qué rapidez lo hacen,
estimaciones 'y prediccion de valores
futuros, etc.

Con la finalidad de que el estudiante
se enfrentara a una situacion de variacion, se
programd un experimento basado en el
vaciado de arena, aprovechando la cualidad
de que éste, se da con rapidez constante (ver
figura 5).
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Fig. 5. Experimento con arena.

Al estudiante se le introduce a una
dindmica de prediccion, donde el Unico
recurso es el uso de su antecedente
matematico y la posibilidad de repetir, si es
necesario, el experimento. Todo esto en el
contexto de una experiencia inédita para él y
sin el seguimiento de una secuencia de
aprendizaje estrictamente establecida. Con
un aféan de sistematizar la manera de abordar
y analizar el tipo de comportamiento del
fenémeno de variacion, se induce al
estudiante al uso de recursos tecnoldgicos
como los sensores y el DataStudio®,
ademas de la exportacidn de bases de datos
numéricos al Microsoft Excel® con el
propdsito de realizar un analisis en términos
del célculo de las primeras y segundas
diferencias de las variables utilizadas (ver
figura 6).

Fig. 6. Toma de datos del experimento.
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Después se realizd un experimento
sobre el comportamiento de la pérdida de
masa de un trozo de hielo seco (CO;) en dos
condiciones; entero y parcialmente triturado,
ante un fenomeno de sublimacion con
respecto al tiempo. Fendmeno que no
corresponde a un comportamiento lineal, ni
cuadratico (figura 7). La intencion de este
experimento era mostrar a los estudiantes,
que no todos los fendmenos necesariamente
deben caer en comportamientos del tipo
polinomial. Se tuvo que recurrir a una hoja
de calculo para observar el comportamiento
del fendmeno el cual presenta una tendencia
exponencial. En la figura 8 se muestra la
recoleccion de datos con el sensor en el
DataStudio®.

s

Fig. 8. Toma de datos del experimento.
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Después de determinar los criterios
que deben cumplirse para alcanzar el nivel
cognitivo (Tabla 3) y haber terminado los
experimentos en el laboratorio de fisica
realizamos algunas actividades extra clase,
tales como, proporcionar a los estudiantes
una tabla con los datos obtenidos en el
laboratorio de la practica de pérdida de masa
del hielo seco (CO;) para que éstos, en
equipo y como tarea, trabajaran de manera
tradicional para reforzar las actividades
realizadas en el salon de clases. El propdsito
de los ejercicios es reforzar las ideas que los
estudiantes han construido, usar las
matematicas que han aprendido vy, en
ocasiones, comenzar a pensar en situaciones
gue se estudiaran mas adelante en sus
diferentes carreras. En la figura 9 se
muestran alguna de las actividades de extra
clase.

Tabla 3. Criterios utilizados para definir el
nivel cognitivo.

Nivel
Criterios
Cognitivo
Accion Asocia Ia.1 dire'ccién de una} cgrva con
la direccion de la variacion
Adquiere sentido la rapidez
Proceso instantanea de cambio y sabe que no
puede obtenerse a partir de una tabla
Interpreta el signo de la derivada
Objeto como indicador de la direccion de la
variacion.
Utiliza las diversas formas de
Esquema representacion de la variacion para

analizar, interpretar y resolver
problemas

CONCLUSIONES

Haciendo un analisis de los
resultados obtenidos, podemos apreciar que
en la implementacion de la instruccion ya
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redisefiada se logra en todos los estudiantes,
las concepciones de Accion y Proceso del
concepto de la derivada como una
cuantificacion de la variacion instantanea,
solo un estudiante no logra la concepcion de
Objeto y otro no logra la concepcién de
Esquema.

Se puede observar congruencia en
los resultados obtenidos ya que todos los

Liig Fcou4g vlewan  Hegavgal

Soledo

F(t) = 5CC. 1971 (0.991838650)"

- ———————————————
= - E 04a4L '+ Dustetealo expmentiol

0
100
90

s5a.9CM

o_l >0, AD
554.626

estudiantes  muestran  consistencia  al
construir primero la concepcion de Accion 'y
Proceso antes de la concepcion de Objeto y
Esquema y solo un estudiante muestra una
inconsistencia ya que logra construir la
concepcion de Esquema sin construir la
concepcion de Objeto.

EXPER\HENTO HIELO SEcoO

Matere

Fig. 9. Actividades de extra clase.

Por la experiencia vivida en esta
investigacion y los resultados obtenidos en
la misma se hace la sugerencia de la
introduccion en el discurso de la matematica
escolar el estudio de la variacion como una
perspectiva de la derivada y su aplicacién en
la solucion de problemas como un adelanto
a lo que se presentara en sus respectivas
carreras.

Definimos el nuevo cuestionario,
mismo que nos ayudard a evaluar el
concepto en cuestion, se muestra a
continuacion en la figura 10.
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1) Determine si la funcion f(x) = x? —8x + 11 cuando x = 3 es ( )

A) decreciente B) un maximo C) decreciente D) un minimo

En la tabla | aparecen valores de 4 funciones. Una de ellas es lineal, otra exponencial y
2 de cllas son funciones potencia (una cuadritica y otra ciibica.) Identifique cada una de
ellas

2) La funcion ciibica es..........( ) X |A flx)| B. |C. h(x)|D.jx)
i 0.6 125 | 209 | 248 | 287
3) La funcién sl Vo077 | 100 |7 284 [ 331 | 342
4) La funcion cuadrdticaes...... ( ) 0.8 297 3.71 4.14 4.08
5) La funcién exponencial es.... ( 93 e 470 327 LEY)

1 580 | 580 | 580 | 5.80

6) Un automévil avanza a velocidad constante. ;Cudl es la grafica que representa la
distancia recorrida en funcién del tiempo? .... . ( )

——]
A B C D.

( r@<oparax<-z
7) Cudl es la gréfica de la funcion f(x) que satisface: { f'(x) >Opara—-2<x<2 ..( )
[ 1@ <oparax>2

Fig. 10. Nuevo cuestionario.
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En la tabla 4 se muestra un resumen cognicion.
de los resultados con los niveles de
Tabla 4. Resumen de los resultados
Estudiante Accién Proceso Objeto Esquema
Luis Angel %

Luis Roberto

Mario Enrique

Luis Ary

Jessica
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