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RESUMEN

Este documento presenta los avances de una investigacion sobre el disefio, experimentacién y andlisis de una serie
de secuencias did4cticas, fundamentadas en la Teoria de Registros de Representacion Semidtica, que es un enfoque
cognitivo desarrollado por Raymond Duval. El objetivo es que los estudiantes de nivel medio superior logren
realizar tratamientos y/o conversiones entre los diferentes registros de representaciones semidticas de las conicas.
Contiene la propuesta del tema de investigacion, los objetivos, la revision literaria, el marco teérico que sustenta
nuestro trabajo, la metodologia y el estado en que se encuentra actualmente nuestra investigacion.
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PROBLEMATICA

Nuestra experiencia frente a grupo,
en clase de Geometria Analitica (GA) en
nivel medio superior nos hace notar que
cuando se presenta el tema de las secciones
conicas en el aula, se aborda desde una
perspectiva algebraica y de una manera
enteramente dirigida, culminando en la
resolucion de problemas donde el estudiante
debe transitar entre una y otra forma de
representar las secciones cénicas, en muchas
de las ocasiones, sin tener una aprehension
conceptual® verdadera (Gaspar de Alba,
2011). Esto contribuye a que el estudiante
presente dificultades para lograr una
conexion mas profunda entre lo que se

! Aprehensién conceptual: resultado total del proceso
de conceptualizar un objeto matematico creando
representaciones semioticas y transitando en distintos
registros.
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observa en el salon de clases y las
aplicaciones que el tema pueda tener en la
vida real.

Esta  observacion nos  hace
cuestionarnos entonces, ¢Cuales son las
dificultades que presentan los estudiantes al
transitar entre las diferentes representaciones
de las cénicas?

En investigaciones llevadas a cabo
en ultimos afios, se ha observado que los
alumnos  presentan  dificultades  para
desarrollar una conexion significativa entre
las diferentes representaciones de las
secciones coénicas, mas aun en lo que se
refiere a su ecuacién y a los parametros
caracteristicos de estas. Para nuestra
investigacion planteamos una serie de
secuencias didacticas que le permitan, al
estudiante de nivel medio superior, generar
diferentes representaciones de cada una de
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las secciones conicas y transitar libremente
entre estas.

OBJETIVO

Rojas (2009) afirma que “en el
proceso de aprendizaje de las matematicas,
los estudiantes no sélo requieren apropiarse
de una variedad de sistemas semioticos de
representacion sino, en especial, de las
diversas posibilidades de transformar una
representacion semidtica en otra.” por ello,
tenemos que nuestro objetivo para esta
investigacion es el identificar las
dificultades que presentan los estudiantes
para lograr realizar una transformacién
(sea tratamiento o conversion) entre las
representaciones de las conicas.

ANTECEDENTES

Para poder determinar como ha sido
tratado el tema que atafie a esta
investigacion, se realiz6 una revision
bibliogréfica sobre investigaciones
realizadas desde diferentes enfoques teoéricos
que involucran las diversas representaciones
de las conicas.

En una primera fase, nos hemos dado
cuenta que son varios los matematicos que
contribuyen al conocimiento que tenemos
sobre las secciones coOnicas. “Menecmo
introduce estas curvas como secciones de un
cono circular recto por un plano
perpendicular a una generatriz” (Tapia,
2002), Apolonio de Perga explica y organiza
la informacion sobre las conicas de una
mejor manera. (Tapia, 2002). Descartes, en
el libro de La Géométrie, (Smith y Lathman,
1954) asocia las curvas con sus respectivas
ecuaciones. El  desarrollo de las
representaciones de las secciones conicas
continda hasta el siglo XVIII, con diversas
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aportaciones al conocimiento que tenemos
en el presente sobre estas curvas.

Una segunda fase, fue la lectura de
documentos e investigaciones recientes
donde analizamos como se trata actualmente
el tema de las secciones conicas. Entre los
articulos que encontramos estdn los de
Garcia (2003), Ibafez (2005), Santa y
Jaramillo (2009 y 2010), Rodriguez y
Sarmiento (2008), L6pez (2007),
Bagazgoitia (2005), Rodriguez (2008). En
esta revision bibliografica encontramos
documentos en los que podremos basar el
disefio de las situaciones didacticas que
utilizaremos para nuestra experimentacion.
No obstante, ninguno de los autores
pretende identificar las dificultades que
pudiera presentar un estudiante al transitar
entre las diferentes representaciones de estas
curvas, y aunque algunos de ellos intentan
describir la inclusion de actividades
realizadas en Cabri-Géomeétre o en
artefactos fisicos, no se trabaja con las
conicas de forma que se pueda identificar el
impacto que pueden tener en el tratamiento
0 conversion entre dichas representaciones.

MARCO TEORICO

Para lograr nuestro objetivo, es
importante sustentar nuestra investigacion
en una teoria cognitiva que nos ayude a
mejor interpretar los resultados que
obtengamos. La teoria que seleccionamos es
la de Representaciones Semidticas (RS) de
Raymond Duval (1993, 1998, 1999 y 2006).

Los ejes directores de esta propuesta
son:

Plano Cognitivo
e Teoria de Representaciones Semidticas
(Duval, 1993, 1998, 1999 y 2006):
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Debido a que el aprendizaje de las
matematicas es un proceso cognitivo, se
requiere el utilizar diferentes sistemas de
representacion. Estas representaciones
resultan importantes no solo para
comunicar el pensamiento matematico,
sino para realizar actividad matematica.
Resulta importante también destacar
que, la coordinacion entre los diferentes
sistemas de representacion aumenta las
capacidades cognitivas de los sujetos y
que la movilidad entre ellos podria
determinar que el individuo ha
desarrollado una aprehension conceptual
del objeto matematico estudiado.

Plano Matematico

e Consideramos la construccion de las
cdnicas como eje principal.

e Se tratan las cOnicas en sus diferentes
representaciones2: algebraica, gréfica y
verbal.

METODOLOGIA

Parte fundamental de la metodologia
que hemos utilizado esta basada en la
Ingenieria Didactica (ID) de Artigue (1995).
Recordemos que esta surgi6 como una
metodologia para los hallazgos de la teoria
de las Situaciones didacticas y de la
Transposicion Diddctica.

La ID es una herramienta para la
elaboracion de situaciones didacticas,
ademas es una metodologia de investigacion
para producir conocimiento a través de la
formulacion, aplicacion y evaluacion del
efecto de estas realizaciones didacticas

* Entendemos por representacién “notaciones simbélicas o
gréficas, asi como manifestaciones verbales, mediante las que se
expresan los conceptos y procedimientos asi como sus
caracteristicas y propiedades mas relevantes” (Lupiafiez, 2000).
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donde se debe realizar un analisis a priori y
a posteriori.

A continuacién describimos los
pasos que seguimos en la fase de
elaboracion y realizacion:

e Se revisaron articulos de investigacion,

tesis, textos y revistas cientificas
relacionados con la ensefianza de la
Matematica.

e Se seleccionaron a 14 estudiantes que
cursaban tercer semestre de preparatoria.

e Se pidid autorizacién a los padres de
familia de los participantes para mostrar
los avances y resultados de las
actividades.

e Se elabor6 un cuestionario como
instrumento de exploracién. El propésito
de este era el valorar el nivel de
conocimiento previo de los estudiantes,
en los temas de distancia entre dos
puntos y encontrar un punto medio.

e Se elaboraron seis secuencias de
aprendizaje, las cuales fueron validadas
por profesores con experiencia en
ensefianza de GA en el nivel medio
superior y por el grupo de estudiantes a
los que se les aplicaron las actividades.
A continuacion damos una breve
descripcion de cada una de ellas:

o Reconocimiento de las secciones
conicas: en esta actividad se pretende
que los estudiantes sean capaces de
identificar cuantas y cuales son las
curvas que se generan al crear cortes
en un cono de unicel. Se busca
también, que logren describir las
caracteristicas  fisicas de estas
secciones y que al realizar una breve

investigacion  bibliografica  sean
capaces de nombrarlas
adecuadamente.
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o Reconocimiento de las secciones
conicas (Cabri-Geométre Il Plus): el
objetivo de esta actividad es que por
medio de la manipulacion de un

programa computacional los
estudiantes  sean  capaces de
identificar las secciones conicas

encontradas en la secuencia anterior
y representarlas de manera verbal.

o La circunferencia y sus
representaciones: el proposito de esta
actividad es el construir una
circunferencia, identificar  sus
elementos principales, generar una
descripcion verbal de esta y por
Gltimo, por medio de un tratamiento®
algebraico, el alumno sea capaz de
obtener la ecuacion.

o La parébola y sus representaciones:
en esta actividad utilizamos una
técnica de doblado de papel para que
el estudiante pueda obtener los
elementos de la parabola, cree una

representacion verbal de esta vy
finalmente, logre  obtener la
representacion algebraica de la
parabola.

o Laelipse y sus representaciones: por
medio de la manipulacion del Cabri-
Géometre Plus Il se busca que los
estudiantes  sean  capaces de
identificar los elementos principales
de una elipse, la representen de
manera verbal y que sea capaz de
obtener la ecuacion.

o La hipérbola y sus
representaciones: el objetivo de la
secuencia es que por medio de la
manipulacion de un programa

® Tratamiento: una transformacion o reconfiguracion
interna en el registro donde se realiz6 la formacién
original. (Duval, 1998).
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computacional los estudiantes sean
capaces de identificar  los
diferentes elementos de una
hipérbola, la representen de manera
verbal y que sea capaz de obtener
la ecuacion que la representa.

e De las seis secuencias didacticas, se
lograron aplicar cuatro. Esto debido a
que en el disefio de las actividades no
tomamos en cuenta los tiempos reales
frente a grupo, ni situaciones ajenas a
las actividades previstas.

e Se elaboraron y aplicaron también dos
evaluaciones.

o La primera al finalizar actividades
1y 2, con el propdsito de valorar la
habilidad de los estudiantes de
identificar las diferentes secciones
conicas.

o Otra al finalizar la actividad de
circunferencia para evaluar la
habilidad de los alumnos de
transitar entre las  diferentes
representaciones semidticas de la
circunferencia.

ANALISIS DE RESULTADOS EN EL
PROCESO DE VALIDACION

En este apartado presentamos, grosso
modo, una descripcién de los instrumentos
de recoleccion de datos, asi como un analisis
comparativo de las respuestas de los 14
estudiantes que participaron en la aplicacion
de las cuatro secuencias didacticas, hojas de
trabajo y hojas de evaluacion.

Esperamos que con estos
instrumentos de medicion seamos capaces es
de explorar el proceso que los alumnos
utilizan para lograr reconocer los parametros
caracteristicos de cada una de las secciones
conicas, asi como el realizar la transicion
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entre las  diferentes
semiébticas.

representaciones

Identificaremos habilidades que los
estudiantes manifiesten:

e De comunicacion escrita que les
permita representar verbalmente la
curva.

e De comunicacion escrita que les
permita describir un procedimiento
algebraico.

e De uso de Cabri-Geometre Il Plus.

e De dibujo con instrumentos como
regla, compas, etc.

e De visualizacibn de parametros
caracteristicos de las conicas.

e De habilidad de ejemplificar en 1, 2 0
mas representaciones, el objeto
matematico al que nos referimos.

De los casos a estudiar:

Se trabaj6 con un grupo de 14
estudiantes de tercer semestre de la
Preparatoria del Tecnolégico de Monterrey,
campus Cd. Juarez, en el curso de
Geometria Analitica. Es importante resaltar
que, los alumnos contaban  con
conocimientos 'y destrezas previas de
aritmética y algebra, que consideramos son
necesarias para realizar tratamientos en la
representacion algebraica de las conicas.

De las condiciones de aplicacion:

e Las hojas de trabajo se aplicaron en
hora clase, es por esto que estaban
limitados por la duracion de cada
sesion.

e Se tenia una persona como observador
de procesos, anotando reflexiones
importantes.

e Los alumnos trabajaron tanto de
manera individual como en cinco
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equipos de trabajo, estos fueron
conformados de manera libre.

e Se ofrecio la libertad de trabajar con
todos los recursos que ellos
consideraran pertinentes.

Desarrollo de estudiantes

Como hemos mencionado
anteriormente, se aplicaron cuatro de las seis
secuencias de aprendizaje creadas, a
continuacion describimos algunos de los
resultados que obtuvimos; es decir, de lo
puesto en escena por los estudiantes via sus
escritos y lo retomado de las notas del
observador.
e Actividad 1, reconocimiento de las

secciones conicas.

o Aunque los  equipos  fueron
conformados de manera libre, algunos
de ellos no se integraban a trabajar
con facilidad.

o Al ser la primera actividad de este
estilo, algunos de los alumnos se
mostraban reacios a iniciar. Otros
mostraban aburrimiento, hasta que se
les repartieron los materiales y
pudieron manipularlos.

o Se observé diferencia entre los
tiempos de trabajo que tomé cada
equipo.

o Todos, menos uno de los estudiantes,
parecian estar muy involucrados en el
proceso.

o Sin embargo se observé que ninguno
de estos alumnos comprendio la
ultima instruccion de describir cada
una de las figuras que se obtuvieron.
Suponemos fue por la falta de
familiaridad hacia el tema.

e Actividad 2, reconocimiento de las

secciones conicas (Cabri-Géometre 11

Plus).
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Los estudiantes, ya familiarizados con
el proceso de las secuencias
didécticas, reconstituyeron sus
equipos de manera mas rapida y
eficiente.

Fueron mas comunicativos vy
asumieron roles especificos. Esto
parecio  facilitar el seguir las

instrucciones y encontrar respuesta a
los reactivos.

Al finalizar, los alumnos habian
desarrollado la habilidad de trabajar y
manipular objetos y elementos en
Cabri-Géométre Il Plus

aluacion 1.

De los 14 estudiantes sélo 10
presentaron  esta evaluacion, a
continuacion describimos nuestros
hallazgos més importantes:

5 mostraron  reconocer las

secciones conicas en diferentes
imagenes.

3 mostraron seria confusion. Sin
embargo, aunque no lo expresaron

de esta manera, esto podria
atribuirse al formato de Ila
evaluacion.

e Actividad 3, la circunferencia y sus
representaciones.
o Antes de iniciar esta actividad era

necesario asegurar que los estudiantes
contaran con los conocimientos
previos necesarios. Todos presentan
conocimiento de obtencién de punto
medio y de distancia entre dos puntos
dados.

Los equipos formados desde la
primera actividad funcionaban mucho
mejor. Los integrantes discutian vy
participaban entre ellos y se
cuestionaban unos a oros sobre los
procesos realizados, solucionando asi
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errores sin la intervencion del
profesor.

En varias ocasiones, diferentes
equipos, tuvieron dificultades

aritméticas, en especial cuando se
involucraba el uso de numeros
negativos.

Muchos de los grupos tuvieron fallas
en el sentido de los ejes numéricos
necesarios para graficar la
circunferencia.

La mayoria de los equipos lograron
generar circunferencias con datos
especificos dados, pero cuando se
enfrentaron a manipulacion analitica

(sin  nameros) diferentes grupos
parecian estancados.
aluacion 2.

Los 14 estudiantes presentaron esta
evaluacion, a continuacion
describimos  algunas  de las
observaciones que mas nos llamaron
la atencion:
Cinco de los estudiantes mostraron
habilidades  sobresaliente  en
identificar la transicion entre las
diferentes representaciones
semidticas dadas (gréafica, analitica,
de los parametros caracteristicos de
cada circunferencia), ademéas de
lograr realizar transformaciones
por si mismos.
4 de los participantes lograron
identificar las transiciones, pero no
lograron realizar la conversion por
si solos.

Los otros cinco  alumnos
presentaron dificultades en
identificar las conversiones
presentadas en los reactivos,

ademas de exhibir problemas en la
identificacion de elementos
caracteristicos.
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e Actividad 4, La parabola y sus
representaciones.

o Se necesitaba que los estudiantes
tuvieran conocimiento previo sobre
vocabulario utilizado en la hoja de
trabajo. Palabras como: tangente y
perpendicular.

o Esta actividad de doblado de papel
requiere precision. Los estudiantes
deben trazar las lineas necesarias
estrictamente  perpendiculares  a
manera de que los dobleces se
realicen de manera adecuada. Al no
satisfacer este requisito, varios de los
equipos obtuvieron resultados
erroneos medir distancias. Por ende,
no lograron describir la parabola de
manera adecuada.

o La mayoria de los equipos mostraron
tener conflictos al intentar generar la
representacion  analitica de la
parabola. Nuestra conjetura es que el
problema surge de las debilidades que
los estudiantes presentan al realizar
tratamientos algebraicos.

Valoracion de resultados

Las actividades antes expuestas y los
resultados que mencionamos nos remarcan
algunas cosas sobre los alumnos y como
logran la transicion entre una representacion
semidtica de las conicas y otra. Algunos de
los aspectos que mas sobresalientes que
clasificaremos de la siguiente manera:
e De sus conocimientos previos:

o Los estudiantes evidenciaron algunos
conocimientos  previos  necesarios
para lidiar con las secciones conicas
como objetos, asi como su
representacion en diversas formas.

o Asi mismo, se hicieron presentes
dificultades que surgen de
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deficiencias en el area de aritmética y
algebra.
De su comunicacion escrita:

o En la mayoria de las ocasiones los
estudiantes no explicaron el raciocino
que los llevo a concluir de la manera
que lo hicieron.

o Muchas de las hojas de trabajo
entregadas por los equipos no detallan
el desarrollo del proceso.

Habilidades de lectura:

o Surgieron diversas contrariedades a
través de las hojas de trabajo, esto
puede ser por deficiencias el la
habilidad lectora o por falta de
atencion de parte de los estudiantes.

Habilidades para trabajar con materiales
fisicos:

o La regla, compas, unicel y papel
albanene se utilizan con inexactitud en
algunos casos.

o En la actividad de parabola, algunos
alumnos muestran evidencia de que
desconocen el concepto de
perpendicularidad y eso conlleva a
errores al crear dobleces en el papel.

Habilidades para usar un software
computacional (Cabri-Géometre Il Plus):

o Al menos un estudiante de cada equipo
demostr6 habilidades computacionales
sobresalientes. Esto fue importante ya
que el que existiera alguien con estas
destrezas apoyo al resto de los
miembros del equipo a manipular el
software de manera satisfactoria.

Desenvolvimiento social:

o Los alumnos mostraron una mejora en
su desempefio social y autoestima a
través de las interacciones que tuvieron
en el transcurso de la investigacion.

o Uno de los estudiantes sobresale es
este aspecto. El primer dia el alumno
mostraba interés nulo en las
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actividades, conforme paso el tiempo
se fue involucrando méas en la
resolucion de reactivos y en la
participacion grupal.

CONCLUSIONES

Del andlisis de resultados podemos
concluir que logramos el objetivo de
identificar las dificultades que presentan los
estudiantes para lograr realizar una
transformacion  (sea  tratamiento o
conversion) entre las representaciones de
las cénicas, cuando algunos de nuestros
estudiantes lograron identificar algunas de
las conversiones y tratamientos que
surgieron entre representaciones de las
diferentes secciones cénicas. Se observé que
los estudiantes presentaron dificultades
cuando se enfrentaron al transito de las
representaciones sin  intervencion  del
profesor o sin direccion especifica en las
instrucciones de los reactivos.

Cuando observamos estos resultados,
a través del lente que nos brinda nuestra
pregunta de investigacion: ¢Cuéles son las
dificultades que presentan los estudiantes al
transitar entre las diferentes
representaciones de las conicas?
observamos que surgieron sucesos de un
amplio rango. Notamos que estas
dificultades no solo surgen de las
deficiencias algebraicas, aritméticas y de
conocimientos previos, Sino que estas van
mas alla. Surgieron problemas notables con
la habilidad lectora de los estudiantes, ya
que al presentar deficiencias en este sentido,
les resulto dificil comprender y seguir las
instrucciones planteadas en las hojas de
trabajo. Reparamos, también, en el hecho de
que algunos de los estudiantes no tienen
suficientes habilidades para argumentar los
procedimientos que utilizaron y mostraron
vacilacion al expresarse de manera escrita.
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Asi mismo, sefialamos resultados que
se encuentran alejados del propdsito original
de nuestra investigacion (limitaciones de
tiempo, material e interés de las personas
involucradas en la investigacion) pero que
resultan importantes tomar en consideracion
para la futura creacion e implementacion de
herramientas de ensefianza de las secciones
conicas en un curso de nivel medio superior
de GA.

COMENTARIOS FINALES

Consideramos que para atenuar las
dificultades a las que los estudiantes se
enfrentan es necesario que los instructores
generen hojas de trabajo con actividades
previas de  operaciones  aritméticas,
algebraicas, geometria sintética o Euclidiana
y los fundamentos de la GA.

Aunado a lo anterior, y por las
observaciones que hicimos, es importante
destacar que el tipo de actividades disefiadas
resultaron novedosas para el grupo de
estudiantes. Algunos de ellos realizaron
comentarios que hacian notar su preferencia
hacia este tipo de manipulaciones tanto
fisicas como tecnoldgicas a las que no se
habian enfrentado anteriormente.
Manifestaron también su gusto por trabajar
en equipos, ya que al hacerlo tenian no sélo
un apoyo, sino que desarrollaban de manera
mas amplia la habilidad de defender su
posicidn frente a ideas discordantes. Debido
a esto es que pudimos observar en ellos un
cambio actitudinal, mayor destreza en la
manipulacion de los materiales, mejora en
su habilidad para expresarse, sintetizar y
redactar.

En general consideramos que este
tipo de actividades coadyuva en la
ensefianza de las matematicas y facilita la
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labor del docente, asi como la participacion
del estudiante en estos procesos.
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