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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla una metodologia analitica para el disefio cuasiéptimo de un absorbedor dindmico de
vibraciones con rigidez negativa (NS-DVA) destinado al control de vibraciones inducidas por fuerzas inerciales
de desbalance en sistemas mecéanicos de un grado de libertad (SDOF). La metodologia integra la Técnica de los
Puntos Fijos (FPT) combinada con la teoria de Steen Krenk, el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz y la op-
timizacion bajo la norma #He.. Se obtienen expresiones analiticas para determinar la relaciéon 6ptima de ajuste de
frecuencias, el factor de amortiguamiento 6ptimo y el intervalo permisible de la relacién de rigidez negativa, ga-
rantizando la estabilidad global del sistema. Ademds, se incorpora un parametro de seguridad para incrementar la
robustez del disefio frente a incertidumbres paramétricas. La metodologia se valida mediante la comparacién entre
la FPT y la optimizacion He., obteniéndose respuestas dindmicas practicamente equivalentes. Finalmente, un caso
de estudio demuestra que el NS-DVA reduce el Factor de Magnificacién Dindmica (DMF) en un 71 % respecto a
un DVA convencional, evidenciando su superior capacidad para la mitigacién de vibraciones.

PALABRAS CLAVE: rigidez negativa; vibracion inercial; estabilidad de Routh-Hurwitz; Técnica de los Puntos Fijos;
optimizacién Hoo.

ABSTRACT

This paper presents an analytical methodology for the quasi-optimal design of a Negative-Stiffness Dynamic
Vibration Absorber (NS-DVA) intended to suppress vibrations induced by unbalanced inertial forces in single-de-
gree-of-freedom mechanical systems (SDOF). The proposed methodology combines the Fixed-Points Theory
(FPT), Steen Krenk’s theory, the Routh-Hurwitz stability criterion, and #He. optimization. Closed-form expres-
sions are derived to determine the optimal frequency tuning ratio, the optimal damping ratio, and the admissible
range of the negative stiffness ratio, thereby ensuring the global stability of the coupled system. In addition, a safety
parameter is introduced to enhance the robustness of the design against parametric uncertainties. The proposed
methodology is validated by comparing the FPT solutions with those obtained from #c., optimization, showing
nearly identical dynamic responses. Finally, a case study demonstrates that the proposed NS-DVA achieves a 71%
reduction in the Dynamic Magnification Factor (DMF) compared with a conventional DVA, highlighting its su-
perior vibration mitigation capability.
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l. INTRODUCCION

Las vibraciones inducidas por fuerzas inerciales de des-
balance constituyen una de las principales fuentes de
falla en maquinaria rotatoria, ya que incrementan las
cargas dindmicas, aceleran el desgaste de los compo-
nentes mecanicos y reducen la precisién y confiabili-
dad de operacion ! 12!, Entre las diferentes estrategias
de control pasivo de vibraciones, los DVA representan
una de las soluciones mas simples y ampliamente uti-
lizadas, debido a que no requieren una fuente de ener-
gia externa y demandan un mantenimiento minimo en
comparacién con los sistemas de control activo o se-
miactivo *} ¥, Un DVA convencional estd conformado
por una masa auxiliar conectada a un elemento Kelvin,
integrado por un resorte y un amortiguador viscoso en
paralelo, cuya funcion es almacenar y disipar la energia
vibratoria transferida desde la estructura primaria °» ¢/,

El desempefio de un DVA convencional depende fuer-
temente de la relacion de masas entre el absorbedor y
la estructura primaria. Den Hartog demostrd, mediante
la FPT, que la capacidad de mitigaciéon de vibraciones
disminuye considerablemente cuando la masa del ab-
sorbedor es pequefia 7). Esta limitacién ha motivado el
desarrollo de nuevas configuraciones de absorbedores,
entre las que destacan los DVA de multiples masas [°
81 91 1os dispositivos basados en el elemento Maxwell
1101y aquellos que incorporan un J-damper o inerter !
[12], Estas tecnologias permiten incrementar la denomi-
nada masa aparente del sistema, mejorando significati-
vamente el desempefio dindmico sin aumentar la masa
fisica del absorbedor '3} (1], En aplicaciones donde el
espacio disponible es limitado, como ocurre en motores
de combustién interna, turbomaquinas y generadores
eléctricos, el uso de estos dispositivos constituye una
alternativa atractiva para incrementar la eficiencia del
control de transmisién vibraciones [*'.

ElJ-damper genera un efecto de amplificacion de fuerza
inercial que puede interpretarse como una pseudorri-
gidez negativa dependiente de la frecuencia de excita-
cidén, produciendo una fuerza de control en fase con la
del DVA convencional '), Una alternativa para obtener
un efecto similar consiste en incorporar un elemento
de rigidez negativa (Negative Stiffness Element, NSE)
1171 el cual puede implementarse mediante estructuras
mecanicas precargadas 18- %] resortes oblicuos 12, ac-
tuadores magnéticos ?!) y metamateriales mecanicos
22]) como se describen en la Figura 1. Al igual que el
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J-damper, los absorbedores dindmicos con rigidez ne-
gativa permiten incrementar la capacidad de mitigacion
de vibraciones utilizando masas auxiliares reducidas [°!.
Sin embargo, la incorporacion de una rigidez negativa
puede comprometer la estabilidad dindmica del siste-
ma, haciendo indispensable establecer limites de disefio
que garanticen un funcionamiento estable 2%,
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Figura 1. Principales configuraciones mecénicas empleadas para
obtener caracteristicas de rigidez negativa: a) estructura mecdnica
precargada [2°], b) resortes oblicuos %], ¢) actuador magnético 1>°!
y d) metamateriales mecénicos 22,

Aungque en la literatura se han reportado diversas con-
figuraciones de NS-DVA [?4], la mayoria de sus metodo-
logias de disefno se han desarrollado con el objetivo de
minimizar el desplazamiento de la estructura principal,
principalmente bajo excitaciones de fuerza externa !*”/
o de movimiento en la base !'7} 28/, Sin embargo, cuan-
do la excitacion es producida por una fuerza inercial
asociada al desbalance rotatorio [, el problema de di-
sefio presenta caracteristicas particulares y, hasta don-
de se ha podido identificar, no existe una metodologia
analitica que permita determinar de manera sistematica
los parametros éptimos de sintonizacién y, simultanea-
mente, establecer los limites de estabilidad del sistema
301 31, En particular, no se ha reportado una metodo-
logia analitica que combine la FPT y la teoria de Steen
Krenk *?/ con un anilisis explicito de estabilidad para el
disenio de NS-DVA sometidos a este tipo de excitacion.

Con el proposito de cubrir este vacio, en este trabajo se
desarroll6 una metodologia analitica para el disefio cua-
sioptimo de un NS-DVA destinado al control de vibra-
ciones en maquinaria rotatoria excitada por desbalance.
La metodologia combina la FPT, basada en los criterios
de ajuste de Den Hartog y Steen Krenk, con el criterio
de estabilidad de Routh-Hurwitz y la optimizacién bajo

ISSN (electronico): 2007-0411


https://doi.org/10.20983/culcyt.2026.3.2.1

E. Barredo et al. | DVA basado en tecnologia de rigidez negativa
para amortiguar fuerza inercial | ARTICULO DE INVESTIGACION

la norma #e. Como resultado, se obtienen expresiones
analiticas para determinar la relacién 6ptima de ajuste
de frecuencias, el factor de amortiguamiento 6ptimo y
el intervalo permisible de la relacién de rigidez negativa,
garantizando la estabilidad global del sistema. Ademas,
se introduce un parametro de seguridad que incrementa
la robustez del disefio frente a incertidumbres paramé-
tricas. Finalmente, la metodologia propuesta se vali-
da mediante un caso de estudio correspondiente a un
motor de combustién interna, demostrando que el NS-
DVA proporciona un desempefio de control significati-
vamente superior al de un DVA convencional cuando se
emplean masas auxiliares reducidas.

Il. METODOLOGIA

La metodologia propuesta en este trabajo se basa en el
desarrollo de un procedimiento analitico para el disefio
cuasioptimo de un NS-DVA destinado a la mitigacién
de vibraciones inducidas por fuerzas inerciales de des-
balance en sistemas mecanicos SDOE. Inicialmente, se
formula el modelo matematico del sistema acoplado
mediante la formulacién de Euler-Lagrange y se obtie-
ne la funcion de respuesta en frecuencia (FRF) en forma
adimensional.

Posteriormente, se aplica la FPT, basada en los enfoques
de ajuste propuestos por Den Hartog y Steen Krenk,
para derivar expresiones analiticas del ajuste dptimo
de frecuencias y del factor de amortiguamiento Opti-
mo del NS-DVA. Con el fin de validar estas soluciones
analiticas, se emplea la optimizacién bajo la norma #Heo,
utilizando la metodologia propuesta por Asami, la cual
minimiza los picos resonantes de la FRF mediante la
combinacién del teorema de Vieta y ecuaciones consti-
tutivas obtenidas a partir de la matriz jacobiana.

Debido a la incorporacion del elemento de rigidez ne-
gativa, se realiza un andlisis de estabilidad mediante el
criterio de Routh-Hurwitz para determinar el inter-
valo permisible de la relacién de rigidez negativa que
garantiza la estabilidad global del sistema. Asimismo,
se introduce un parametro de seguridad que permite
incorporar un margen de estabilidad adicional frente a
incertidumbres y desajustes paramétricos, proporcio-
nando un disefio mas robusto.

Finalmente, la metodologia propuesta se valida me-
diante un caso de estudio correspondiente a un motor
de combustion interna sometido a fuerzas de desbalan-
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ce. Se comparan las respuestas dinamicas del NS-DVA 'y
de un DVA convencional en los dominios de la frecuen-
cia y del tiempo, evaluando el desempefo de control
en términos de la reducciéon del DME Los resultados
obtenidos permiten discutir las ventajas del dispositivo
propuesto y establecer las principales conclusiones del
trabajo.

2.1. MODELO MATEMATICO

En la Figura 2 se muestra una estructura mecénica no
amortiguada, caracterizada por una masa M, y una ri-
gidez K, controlada mediante un dispositivo NS-DVA.
Este dispositivo antivibratorio esta compuesto por un
resorte de rigidez ky, un amortiguador de fluido viscoso
con coeficiente c;, una masa fisica m; y un elemento de
rigidez negativa kys.

m, | .'.‘L“.’L" l r(t)
\ . |
. v
. . X

o
-

Figura 2. Absorbedor Dindmico de Vibracién basado en tecnolo-
gia de rigidez negativa.

El elemento NS opera dentro de su rango elastico, en
el cual la deformacion es linealmente proporcional a la
fuerza aplicada. Por otra parte, la fuerza inercial de ex-
citacion I'(t) se origina principalmente debido al desba-
lance presente en el eje rotatorio de la maquina. Dicho
desbalance se modela mediante una masa excéntrica
my, ubicada a una distancia € medida desde el centro
de masa del eje, el cual gira a la velocidad angular w.
Con base en esta configuracion, las ecuaciones diferen-
ciales de movimiento del sistema mecanico se obtienen
a partir de la formulacién de Euler-Lagrange, y pueden
expresarse de la siguiente manera:

MX; + KXs - c1(X1 - X;) - ka(X1 - X;) = T(8) = myew?e® (1)
|m1X1 +c(Xy - Xy) + ka(X1 - Xo) + knsX1 = 0
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En la ecuacion (1), los desplazamientos de las masas
inerciales Ms; y m; son X; y X;, respectivamente. Con
el objetivo de minimizar la respuesta dindmica de la
estructura primaria en el dominio de la frecuencia, es
necesario seleccionar las variables dimensionales si-
guientes:

k K.
ﬂ:%, q2=w7§, r]:klls, w%:Mz (2)
wk g a g

donde S representa la relacion de masa del DVA a la
masa de la estructura SDOF, q denota la frecuencia de
ajuste expresada en términos de las frecuencias circula-
res no amortiguadas w; y w3, 1) es la relacion de rigidez
negativa a la rigidez del DVA y {; representa el factor de
amortiguamiento del DVA. Finalmente, ) es la relacién
de frecuencia forzada. Después de aplicar la transfor-
mada de Fourier a la ecuacion (1) y sustituir estas varia-
bles adimensionales, se obtiene la siguiente:

[(I'Zﬁqﬂﬁ +Bq*-Q2 +1)X,(jQ) - (28901 +fg?) X1 (jQ) =meQ*Ks'w?  (3)
-(j2qQ41 +qH)X(jQ) + (j2qQ41 +1q* - Q% + g2 X1(jQ2) =0

En la ecuacion (3), Xs(jQ2) y X1(jQ) representan la trans-
formada de Fourier de los desplazamientos X(¢) y X4 (¢),
respectivamente. Ademés, j = V-1 es la unidad imagi-
naria. Para determinar la FRF de la estructura primaria,
es necesario resolver simultdneamente la ecuacién (3).
Por lo tanto, se obtiene la siguiente:

A(q,n, O) + 43B(q, Q) (4)
C(B,q,n, Q) +43D(B,q, 1, Q)

XSKS
H(B, ¢, 1, G ) =2 = 92/

myew?

donde

A@ 1 Q) = (-1 +mq* + Q%)% B@ Q) = ¢*Q%

CB AN D = (-0 +((+ B+ 1)g? + 1)Q2 - fng* - (1 + 1)g?)%
D(B @ Q) = ?Q2(-(B+ 1)Q% + png? + 1)

En la siguiente subseccidn, la ecuacion (4) se utiliza
como punto de partida para obtener los parametros
cuasioptimos que definen el disefio del NS-DVA.

2.2. TECNICA DE LOS PUNTOS FIJOS (FPT)

En términos generales, en el disefio dispositivos de su-
presion de vibracion acoplados a estructuras mecani-
cas ligeramente amortiguadas, la variacion del factor de
amortiguamiento de un DVA cldsico revela la existencia
inherente de dos amplitudes de vibracién de la FRF de la
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estructura primaria, las cuales permiten establecer la base
para el disefio cuasioptimo del NS-DVA. Estas amplitu-
des de vibracion, ampliamente conocidas en la literatura
como puntos fijos/invariantes, se obtienen al evaluar la
ecuacion (4) en los casos limite {; — 0y {; = o, dando
lugar a dos condiciones particulares de operacion del NS-
DVA. Al imponer la igualdad entre ambas condiciones
de operacion, se alcanza el equilibrio de los puntos inva-
riantes, lo que conduce a la obtenciéon de dos ecuaciones
bicuadraticas de la siguiente forma:

|Q4 +a(BqmMA*+b(Bqn) =0 (5)
Q*+a(B, q,n, |Hu)Q? + b(B, g, n, |Hul) = 0

donde

222+ + . - 2|Hu*(B+ 1)(npg* + 1)
a(B q, n)=%‘ acg, g m |Hul) = - l-qlaf(ﬁ;; i()zlljmlz :

b, q,m) LU BEIN 2, g g, 1) ~ LB L

La ecuaciéon (5) permite obtener las frecuencias in-
variantes de control Qf y QF, correspondientes a las
ubicaciones de los puntos invariantes. Asimismo, las
subfunciones a(f, q, n) y d(f, q, n, |Hu|) representan
la suma de las frecuencias invariantes Qf y Q, mien-
tras que las subfunciones b(8, ¢, ) y b(, ¢, 1, |Hnml)
representan el producto de dichas frecuencias. Al im-
poner la igualdad entre estas subfunciones, se obtiene
un sistema de ecuaciones no lineales que determina las
condiciones de sintonizacion cuasioptima del NS-DVA.
Dicho sistema se expresa de la siguiente manera:

2 2 6
S8, 0., 1Hul) = 20¢,0 = 20,0 = 0 ©

@a(B, q, 1) @a(p,q,n, |Hul)

2 2
f2(B, @, n, |Hul) = I]Q?.gﬁo - I_jﬂ?,zﬁm =0

—_—
@b(B,q,n) @b(B,q,n, |Hul)

Cuando se sustituyen las subfunciones de las ecuacio-
nes bicuadraticas, la ecuacion (6) se puede expresar de
la siguiente manera:

1B, a,n, [Hul) = (B+ 1)(-1+ (B + 28+ n+ 1)*)|Hul* - (7)
(1+@B+1Dn+1)g*)=0

28, @, n, [Hul) = mBP1g* + P2q% - B - 2)|Hul|? -
(@*n(n +2)B +2n+2)q* =0

donde
D =22 +4B+n+2; D =2(f*+2B+n+1)
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La relacién de ajuste de frecuencias g y la magnitud de
sintonizacién |Hy|?% correspondientes a las frecuencias
invariantes, pueden determinarse resolviendo simulta-
neamente el sistema de ecuaciones definido en la ecua-
cion (7). Como resultado, se obtienen las siguientes
expresiones:

Y, -(1+B+n) (8)
asplp,m) = 3 HCED
_ ~(1+m¥1+(-n+ 1B+ +1)>
|HM|méx(ﬁ' TI) - \/—0.5‘1’2"1"1 +B3 +(3 +3)ﬁ2+(5’1 +3)B+(n+ 1)2

donde

W, = V2 + (426 +2n+(B+1)

La variable 6ptima qsp(, ) permite ajustar perfecta-
mente la amplitud vibracion |Huy|max(B, 1) en las fre-
cuencias invariantes Q2 y Q2, tal como se muestra en

la Figura 3.

w0

(=042

0 os 4 o1 Qg5 2 25

Figura 3. Sintonizacién de la FRF de la estructura primaria me-
diante la FPT basada en los enfoques de Den Hartog y Steen Krenk.

Las curvas mostradas en la Figura 3 ilustran la varia-
cién de la amplitud de la FRF de la estructura prima-
ria para una relacién de masas § = 0.1, una relaciéon de
rigidez negativa n = -0.5 y distintos valores del factor
de amortiguamiento ;. Los resultados revelan que los
puntos fijos localizados en las frecuencias invariantes
se igualan perfectamente. Asimismo, para alcanzar este
equilibrio es necesario emplear la relacion de ajuste de
frecuencias qspi(f, ) dada por la ecuacion (8). No obs-
tante, las amplitudes de vibracién en el intervalo Q) €
[Q4, Q2] experimentan variaciones significativas a me-
dida que cambia el factor de amortiguamiento {j, tal
como se observa en las curvas de linea solida de color
cian y azul. Para lograr un balance dindmico adecuado
de las amplitudes de vibracidon dentro de este interva-
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lo, se recurre al enfoque de calibracién del amortigua-
miento propuesto por Steen Krenk 32,

Este enfoque predice la existencia de un factor de amor-
tiguamiento 6ptimo que produce amplitudes de vibra-
cion idénticas en el dominio Q € [€4, (], justo antes de
que el amortiguador del NS-DVA se bloquee y provo-
que el acoplamiento virtual de las masas inerciales My
m;. En consecuencia, para reproducir esta condicion de
operacion del NS-DVA, es necesario determinar la fre-
cuencia natural del sistema cuando el factor de amorti-
guamiento tiende a infinito, es decir, cuando {;— oo.
Dicha frecuencia estd dada por la expresion siguiente:

_ [ +1 %)
0= B+1

Al sustituir la ecuacion (9) en (4), el factor de amor-
tiguamiento 6ptimo {q¢pc Se puede expresar de la si-
guiente manera:

1 /cBqn) (10)

T = _Algn D
PP 2V 0B, 0)

B(q, Q)

|H|3

Notese que el factor de amortiguamiento {1 pc dado por
la ecuacion (10), puede expresarse Unicamente en fun-
cion de los parametros By 1 al sustituir las variables g y
|H|3 por sus respectivas expresiones Gptimas, Qopt(By 1)
y |H|2ax(B, n). Como resultado, se obtiene la siguiente
expresién matematica:

(11)

T = / BnA((2B2 + 3+ 1 + DWW, - ¥y)
LOP TN (B 1)+ B+ 1 W) (—(B2 + 2B+ 1 + W1+ W3)(n - f-1-Wy)?

donde W,=28+12p7 +(16n+34)B5+(72n+60)5 +
(20n% +136n +71)B* +(60n% + 1400 +56)° +
(8n3+66n%+84n+28)p%+
(12n°+32n*+28n +8)n+(n+1)*

W3 =F2+(3n+3)p2+(5n+3)B+(n+1)?
Wy =2B*+60%+(4n+7)B% +(6n+4)B +(n +1)?

La ecuacion (11) permite determinar el factor de amor-
tiguamiento dptimo mediante el cual la FRF de la es-
tructura primaria permanece practicamente plana en el
intervalo de frecuencias Q € [, (5], logrando un me-
jor balance dinamico de la respuesta estructural de la
masa M; bajo condiciones resonantes. Para ilustrar gra-
ficamente este comportamiento dindmico, en la Figura
3 se representa la FRF considerando los valores § = 0.1
y n = -0.5, obteniéndose un valor de {; ¢y = 0.3203,
tal como se aprecia en la curva verde de perfil aplana-
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do. Por otra parte, la incorporacion del elemento NS
afecta la estabilidad global del sistema, lo que restringe
su utilizaciéon a un intervalo especifico de valores del
parametro 7. Con el fin de determinar dicho intervalo,
es necesario realizar un analisis de estabilidad mediante
el criterio de Routh-Hurwitz, el cual se desarrolla en la
siguiente subseccion.

2.3. ESTABILIDAD DE ROUTH-HURWITZ

Con el fin de determinar el limite admisible de la va-
riable adimensional de rigidez negativa, 1, que garan-
tice la estabilidad del sistema acoplado mostrado en la
Figura 2 dentro de un intervalo permisible de valores,
es necesario recurrir al criterio de estabilidad de Routh-
Hurwitz %3], Este criterio establece que un sistema dina-
mico es asintdticamente estable cuando todos los polos
de su funcién de transferencia se encuentran ubicados
en el semiplano izquierdo del plano complejo. En con-
secuencia, el polinomio caracteristico adimensional
asociado a la FRF de la estructura primaria debe expre-
sarse en términos de la variable A, tal como se presenta
en la siguiente ecuacion:

OD) = 61 + €103 + €A + €31 + €4 (12)

De acuerdo con este criterio, los coeficientes €; de la
ecuacion (12), para i = 0...4, deben ser estrictamente
positivos. Esto implica que,

1>0; 2q04(1+0)>0; (n+B+1)g?+1 > 0; (13)

€0 €1 €2

2q¢i(Bng* +1) > 0; g*(Bng*+n+1)>0

€3 €4

Asimismo, ademas de las condiciones de la ecuacion
(13), es necesario que los siguientes determinantes sean
estrictamente positivos:

- - €1 €3 - € € 0 (14)
E1=€1>0; 2=, Ez>0; Ei3=|e € €| >0;
0 0 €1 €3
€1 €3 00
o _|eo e2€ 0
=470 163 0 >0
0 €p €2 €4

Al sustituir los coeficientes €; en la ecuacion, se obtie-

nen las desigualdades siguientes:
2q3,(1+p)>0 (15)

(B +2B+n+1)g>+B>0

4B%ia*(nq* - 1)*> 0

4BGiq*(Png* +n + 1)(ng* - 1)*> 0
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Ademds, al sustituir la variable g por g¢p(B, 17), dada
por la primera ecuacion de (8), en las desigualdades de-
finidas en el conjunto (15), se obtienen las expresiones
siguientes:

28,(1+P)qopt > 0

28, (% + (=% + B> + 4 +2)n + 23> + 552 + 4 + 1)qept > O
64[°CH(1 + B)°qép> 0

-256B* (1 + B)'n°qép > 0

(16)

Notese que la segunda desigualdad del conjunto (16)
conduce a raices complejas conjugadas para valores posi-
tivos de S, lo que carece de significado fisico en el disefio
del elemento NS. Asimismo, en la cuarta desigualdad del
mismo conjunto se observa que 1 > 0; sin embargo, el
elemento NS no puede asumir valores positivos. Por otra
parte, se observa que las variables qgpt y {; estan presentes
en todas las desigualdades del conjunto (16). No obstante,
es sabido que {; depende estrictamente de los valores que
puede adoptar ggpt, tal como se establece en la ecuacién
(10). Por consiguiente, para satisfacer simultdneamente
todas las desigualdades, es necesario que qsp > 0, lo que
implica que su discriminante sea mayor que cero. Esta
condicion permite determinar explicitamente el interva-
lo de valores permisibles para la relacion de rigidez ne-
gativa, el cual se expresa mediante la siguiente ecuacion.

Npermisible = (1 + ﬂ)(_(l + Zﬁ) +2 Vﬁz + ﬁ) <ns 0

A partir de la ecuacion (17), es posible verificar la estabi-
lidad global del sistema mediante el analisis de la evolu-
cién de los polos asociados a la ecuacion (12). Para ello,
se consideran dos escenarios: a) la relacion de masas 5
varia en el intervalo f§ € (0,1] mientras el valor permisi-
ble de Npermisible permanece constante, y b) la relacion de
masas se fija en f = 0.1 mientras la variable  varia dentro
de su intervalo permisible. La evolucion de los polos co-
rrespondiente a ambos casos se presenta en la Figura 4.

(17)

1.5 T 15 T

. Im(X) Im(\)
r 7~ it -~ _
& 8 o
4 g &
& &
o5t ¢ % 1 ost .
0 0
Re(\) Re(N)
-05F % g‘ =4 —05F -
-1k 2, - 1k - 4
22, o
=3 s
-15 L -1.5 L
22 -1 0 1 2. =
a) b) 2 1 0 1

Figura 4. Evolucién de los polos complejos conjugados en el semi-
plano izquierdo de la funcién de transferencia de la estructura pri-
maria acoplada al NS-DVA: a) para el dominio 8 € (0, 1] y fijando
el valor de Npermisible ¥ b) para el valor fijo de f = 0.1 y variando a
ne (rlpermisible; 0]~

ISSN (electronico): 2007-0411


https://doi.org/10.20983/culcyt.2026.3.2.1

E. Barredo et al. | DVA basado en tecnologia de rigidez negativa
para amortiguar fuerza inercial | ARTICULO DE INVESTIGACION

La Figura 4 muestra que, al variar tanto la relacion de
masas f como la relacién de rigidez negativa n, los po-
los complejos conjugados del sistema permanecen ubi-
cados en el semiplano izquierdo del plano complejo,
lo que confirma la estabilidad global del sistema. En
consecuencia, la desigualdad dada por la ecuacién (17)
permite disefiar un NS-DVA dentro de un intervalo
permisible de valores de rigidez negativa. En la siguien-
te subseccion, dicho intervalo permisible se utilizara
para evaluar rigurosamente el desempefio del NS-DVA
bajo la norma H.

2.4. OPTIMIZACION #,

Cuando el sistema esta sometido a una excitacién ar-
monica, como ocurre en el caso de la fuerza inercial
generada por el desbalance rotatorio, la reducciéon de
la energia de vibracion en las condiciones de opera-
cién mas criticas puede abordarse mediante la optimi-
zacion He.. Dicha energia se concentra principalmente
en las regiones resonantes de la respuesta dindmica,
particularmente en la respuesta estructural de la masa
primaria, la cual exhibe dos amplitudes maximas aso-
ciadas a los picos resonantes de la FRE. En este contex-
to, la formulacién matematica orientada a minimizar
estos picos resonantes puede expresarse de la siguiente
manera:

min(méax(|H(Q) ) = max(|H(B, 1., D)lw) (18)

OIH(Q)F_
a0~

sujeto a:

(1+B(-1+2p) +2VpP+p)<n<0
{9020

Cabe senalar que el problema de optimizaciéon multi-
variable no lineal definido por la ecuacién (18) puede
resolverse mediante técnicas numéricas convenciona-
les, como en **), Sin embargo, con el fin de obtener una
mayor precision en la minimizacién de las amplitudes
resonantes del sistema, en este trabajo se adopto la me-
todologia propuesta por Asami et al. °} 5°l. Como la
FRF de la estructura primaria presenta dos picos reso-
nantes, esta puede expresarse como una ecuacion alge-
braica de cuarto orden en términos de Q?, una vez que
la magnitud |H(Q)|3 se sustituye por la funcién auxiliar
h* =1/(1 - r®), donde r representa la variable de inclu-
sién que cambia la convexidad de |H(Q)|3. Definiendo
las frecuencias resonantes cuadréticas del sistema como
Q& y O}, el polinomio caracteristico asociado puede es-
cribirse como f,(8, q, n, {1, 1, Q) = (Q - Q)*(Q - Qp)*.
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Posteriormente, la variable 0 puede eliminarse me-
diante la aplicacion del teorema de Vieta, obteniéndose
un sistema sobredeterminado de dos ecuaciones no li-
neales en funcion de los parametros de disefio {q, {1}
y de la variable r. No obstante, este sistema proporcio-
na Unicamente una condicién necesaria para lograr el
equilibrio dinamico entre los dos picos resonantes de la
FRE. Para completar las condiciones de optimalidad, se
emplea la matriz jacobiana asociada a la variacion infi-
nitesimal de la variable r con respecto a los pardmetros
de diseno {q, {1}.

En este contexto, el criterio de optimalidad se satis-
face cuando cualquier determinante menor de orden
2 x 2 de dicha matriz se anula. La evaluacion de este
determinante genera una ecuacién constitutiva adicio-
nal que, junto con las ecuaciones obtenidas mediante
el teorema de Vieta, permite resolver completamente
el problema de optimizacién. En consecuencia, la fun-
cién objetivo definida por la ecuacion (18) puede mini-
mizarse de manera precisa en los dos picos resonantes
mediante la resolucion del siguiente sistema de ecua-
ciones no lineales:

fl(ﬁ)%l/l)(b 1’) =Y1(/5)‘1”1,(1, T) vV Y4(ﬁ>q>l7) r) —Ys(ﬁ,q,ﬂfl, T) =0
fz(.B’q,’%(bV)=%Y%(ﬁ,‘1r’1)(1)V)—Yz(ﬁ’q’ﬂ,(br)+2 Ya(Bgn)=0

(19)

BER*
o o VnER"
_|9(Lf)|_ |oa B _
f(B.aninn= FrRoLC A =0
dq 9

donde
Y1, q, 0, ¢ r) = (-2 + (483 - 2n - 2)r? + (4% + 8B) {3 - 2B)q?)r?

Y2841, ¢, r) = (1+((-8nd% + )% + (=813 + 4n + 2)B +
r2(n + 1)?)q* + (-8B% - 8% + 2 + 4n + 4)q*)r?

Y38, q,m, ¢, 1) = ((2(-Bng* - (n + Dg))((n + B+ 1)g? + 1) +
43G(Bng’ + 1)%q*)r?

Y4B, q,n, 1) = (q*(Bng* + n + 1)*)r?

A continuacion, el sistema de ecuaciones no lineales de-
finido por la ecuacion (19) puede resolverse mediante el
método de Newton-Raphson, utilizando como puntos
iniciales de convergencia las soluciones analiticas dadas
por las ecuaciones (8) y (11). Una vez obtenidos los pa-
rametros optimos del NS-DVA bajo el criterio Heo, €s
necesario realizar una comparacién numérica con los
resultados obtenidos mediante FPT, con el fin de eva-
luar las diferencias en el desempeiio de ambas meto-
dologias de disefio. Para garantizar una comparacion
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equitativa, se consideran los parametros f = 0.1y n =
-0.5, obteniendo los pardmetros dptimos qepe = 1.4349
¥ {1,6pt = 0.2836. Las FRF optimizadas correspondien-
tes a ambos criterios se presentan en la Figura 5.

2L
=
=
1k
0
0
a)
5 T T T T
. ——— DVA clasico
4k ——NS-DVA 4
Estructura sin control
%DMFR 2Bovy
=7 1
=
2F .
1 SBNDVDVA
L " i
0 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
b) Q

Figura 5. FRF éptimas obtenidas mediante la optimizacién Heo:
a) FPT vs. la optimizacién He. y b) capacidad de reduccién de los
picos resonantes (%DMFR) y de ampliacién del ancho de banda
de supresion de frecuencias (%SB) del NS-DVA en comparacién
con el DVA clésico.

Notese que, en la Figura 5 a), los picos resonantes de la
FREF correspondientes a la curva sélida de color magen-
ta, denotada por la magnitud Hoo norm, se ubican prac-
ticamente sobre los puntos fijos representados por los
circulos verdes. Este resultado demuestra que la optimi-
zacion bajo la norma He produce una respuesta dina-
mica practicamente equivalente a la obtenida mediante
la FPT. En consecuencia, los pardmetros de disefio del
NS-DVA pueden determinarse con elevada precision a
partir de las expresiones analiticas derivadas mediante
la FPT.

Por otra parte, la Figura 5 b) compara el desempeiio
dindmico del NS-DVA con el de un DVA convencio-
nal. Los resultados muestran que la incorporacion del
elemento de rigidez negativa permite reducir el DMF
en aproximadamente un 52 % con respecto al DVA
clasico, evidenciando una mejora significativa en la
capacidad de supresion de vibraciones del NS-DVA.
Adicionalmente, el ancho de banda de supresion de fre-
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cuencias (SB) alcanzado por el NS-DVA es aproxima-
damente un 63 % mayor que el obtenido con el DVA
clasico, lo que evidencia una mejora en el desempefio
de supresion de vibraciones con respecto a una estruc-
tura sin control. Con el objetivo de observar tanto la
variacion del %DMFR como la del %SB cuando varia
la relacién de masas f3, se resolvié el conjunto de ecua-
ciones no lineales (19), en el rango 8 € [0.01, 0.1]. Los
resultados se presentan en la Tabla 1.

TABLA 1
PARAMETROS OPTIMOS DEL NS-DVA OBTENIDOS
MEDIANTE LA OPTIMIZACION Hoo

B | Gept | Nept | Cuopt | Tmin | Heo norm | %DMFR®| %SB®
0.01 |2.0705 | -0.7445 | 0.1278 | 0.9554 | 3.3897 | 75.9449 |77.7297
0.02 | 1.9021 | -0.6925 | 0.1663 | 0.9361 | 2.8443 | 71.3532 |73.9141
0.03 | 1.8042 | -0.6567 | 0.1934 | 0.9214 | 2.5735 | 68.1442 |71.6825
0.04 |1.7357 | -0.6291 | 0.2151 | 0.9087 | 2.3960 | 65.6344 |70.1600
0.05 | 1.6826 | -0.6064 | 0.2333 | 0.8973 | 2.2661 | 63.5347 |68.7047
0.06 |1.6399 | -0.5873 | 0.2493 | 0.8866 | 2.1627 | 61.7474 |67.1438
0.07 | 1.6038 | -0.5707 | 0.2636 | 0.8765 | 2.0778 | 60.1712 |66.7667
0.08 | 1.5728 | -0.5561 | 0.2766 | 0.8668 | 2.0053 | 58.7683 |66.5243
0.09 | 1.5456 | -0.5431 | 0.2887 | 0.8572 | 1.9421 | 57.5054 |65.9332
0.10 |1.5212 | -0.5313 | 0.2998 | 0.8479 | 1.8867 | 56.3423 |65.3629

@ %DMER representa el porcentaje de reduccion de los picos resonantes de
la FRF de la estructura primaria al emplear el NS-DVA, con respecto a los
picos obtenidos mediante el DVA clasico.

b 9%SB representa el porcentaje de mejora en el ancho de banda de supresion
de frecuencias del NS-DVA en comparacién con el DVA clésico.

En la Tabla 1 se puede observar que, para el rango f§
€ [0.01,0.1], el rendimiento de control del NS-DVA es
de forma descendente, desde 76 % hasta 56 %, revelan-
do que la masa del DVA absorbe la mayor cantidad de
energia de vibracién proveniente de la fuerza inercial,
que luego se disipa por el amortiguador de fluido visco-
so del DVA. Similarmente, el porcentaje de mejora del
ancho de banda de supresion de frecuencias (%SB) pre-
senta una tendencia decreciente, con valores que varian
aproximadamente entre 78 % y 65 %. Para el rango de
relaciéon de masas analizado, el NS-DVA proporciona
un mayor ancho de banda de supresion de frecuencias
que el DVA clasico y la estructura sin control.

2.5. EJEMPLO PRACTICO

Considere un motor de combustidn interna de masa M;
= 250 kg, conectado a un generador eléctrico. El cigiie-
fal presenta un desbalance equivalente m,e = 0.5 kg-m.
La frecuencia natural del sistema es ws = 120 rad/s y
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el motor opera a una velocidad nominal de 1200 rpm.
Disefie un NS-DVA utilizando una relacion de masas 8
= 0.03 y una relacion de rigidez negativa n = -0.6567.
Empleando los parametros 6ptimos de la Tabla 1, deter-
mine: a) los parametros fisicos del NS-DVA, b) obtenga
la respuesta vibratoria del motor en el dominio de la
frecuencia y en el dominio del tiempo y c) evalue el des-
empenio del NS-DVA respecto a un DVA convencional,
determinando el porcentaje de reducciéon del DMFE.

La obtencion de los parametros fisicos del NS-DVA se
realiza a partir de las definiciones de las variables adi-
mensionales establecidas en la ecuacion (2). En conse-
cuencia, las expresiones para la masa, las rigideces y el
coeficiente de amortiguamiento del dispositivo estan
dadas por la ecuacién (20):

20

T T T T T
!lX: 125 |mem— Sin control
1Y:15.86 ——— DVA clésico
15 ——NS-DVA | ]
£ L
e 10}
N
5k
Y:4.592
0 1 1
0 50 100 150 200 250
a) w [rad/s]
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mj = BM; = (0.03)(250) = 7.5 kg (20)
k1 = Bg*Mw? = (0.03)(1.8042)%(250)(120)% = 3.5155(105)%

kns=Bng?Myw?=(0.03)(~0.6567)(1.8042)*(250)(120)?=-2.3086(10°)-

c1 = 2qBG Myws= 2(1.8042)(0.03)(0.1934)(250)(120) = 6285

La simulaciéon numérica en los dominios del tiempo
y de la frecuencia se realiza en el entorno MATLAB/
Simulink, utilizando los parametros de disefio del NS-
DVA obtenidos mediante la ecuacién (20). Para la in-
tegracion numérica de las ecuaciones diferenciales en
el dominio del tiempo se emplea el método de Runge-
Kutta de cuarto orden. La excitaciéon armonica del sis-
tema corresponde a la velocidad nominal de operacién
del motor, igual a 1200 rpm (125 rad/s). Los resultados
obtenidos se presentan en la Figura 6.

20
15+
10

[—DVAdasico ——NS-DVA| |

_20 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2
b) tiempo [s]

Figura 6. Respuesta dindmica del motor equipado con un NS-DVA: a) FRF de la masa del motor mostrando el %DMFR especificamente
a la frecuencia de excitacién w=125 rad/s y b) respuesta temporal del desplazamiento de la masa del motor.

Como se observa en la Figura 6 a), el NS-DVA presenta
un desempefo de control significativamente superior
al de un DVA convencional, alcanzando una reduccion
del DMF del 71 % cuando el motor opera a su veloci-
dad nominal. Este resultado evidencia la capacidad del
elemento de rigidez negativa para incrementar la efi-
ciencia en la supresion de vibraciones bajo condiciones
resonantes. Por otra parte, la respuesta temporal mos-
trada en la Figura 6 b) indica que, una vez que el motor
alcanza el régimen permanente de operacion (velocidad
constante), la amplitud de vibracién converge al mis-
mo valor predicho por la FRF presentada en la Figura 6
a). Esta concordancia confirma la consistencia entre las
respuestas obtenidas en los dominios de la frecuencia y
del tiempo.

En una aplicacion de aislamiento de vibraciones para un
motor de combustién interna, el NS-DVA puede imple-
mentarse mediante una masa auxiliar conectada alabase
aislada a través de un conjunto de elementos mecanicos
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que incorpore un elemento de rigidez negativa. Dicho
elemento puede realizarse, entre otras alternativas, me-
diante un mecanismo mecanico precargado, resortes
oblicuos, un dispositivo magnético pasivo o un meta-
material mecénico, como los mostrados en la Figura 1.
El elemento NS puede combinarse con un elemento de
rigidez positiva convencional para obtener la caracteris-
tica de rigidez efectiva requerida por el DVA. De esta
manera, el dispositivo puede integrarse directamente en
la base de aislamiento del motor, aprovechando el movi-
miento relativo entre el motor y su soporte para generar
la acciéon dindmica de la masa auxiliar y reducir las vi-
braciones transmitidas a la estructura de soporte.

lll. RESULTADOS Y DISCUSION

La incorporacién de un elemento de rigidez negativa
para mejorar el desempefio de control de vibraciones
de un DVA convencional requiere realizar un analisis
de estabilidad dinamica, debido a que dicho elemento
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introduce valores negativos de rigidez que pueden com-
prometer la estabilidad del sistema. En este contexto, la
determinacién adecuada del intervalo permisible de la
relacion de rigidez negativa, Npermisibles NO solo garan-
tiza el diseno de un NS-DVA estable, sino que también
permite incrementar significativamente la capacidad
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de mitigacién de vibraciones con respecto a un DVA
convencional. Los valores de npermisible que aseguran la
estabilidad global del sistema de dindmicas acopladas se
determinan mediante la ecuacion (17), cuya representa-
cion grafica se muestra en la Figura 7.

15 :
\ =-=====DVA clasico
—-—-NS-DVA
10 4 -
e |y
2 AN
8
T .,
st o i
- permisible " *summen
0 : ' ' I
s o1 02 03 0.4 05
b) P

Figura 7. Rendimiento del NS-DVA comparado con el DVA clasico basado en los valores permisibles del elemento de rigidez negativa:
a) region de estabilidad del sistema y b) rendimiento del NS-DVA acotado por la variable npermisible-

La curva de color magenta mostrada en la Figura 7 a)
define la frontera del intervalo permisible de la relacion
de rigidez negativa, n, para la cual el NS-DVA alcanza el
maximo desempefio de control sin perder la estabilidad
dinamica. En consecuencia, el disefio del dispositivo
debe considerar un margen de seguridad respecto a esta
frontera, especialmente cuando se toman en cuenta las
incertidumbres y los desajustes paramétricos asociados
a las propiedades mecanicas de sus componentes.

Desde esta perspectiva, los valores de 1 ubicados en el
Area I proporcionan una mayor robustez frente a varia-
ciones paramétricas, mientras que aquellos préximos a
la frontera de estabilidad incrementan el riesgo de que
el sistema opere en la region de inestabilidad (Area II).
Por ello, resulta conveniente introducir un factor de se-
guridad en la ecuacion (17), mediante la incorporacién
de la variable ¢, con el propdsito de garantizar que el di-
sefio del NS-DVA permanezca suficientemente alejado
del limite de estabilidad. La formulacién de esta modi-
ficacidn se presenta a continuacion.

Npermisible = 5(1 +ﬂ)(—(1 +Zﬁ) +2 Vﬂz +.B) <ns 0;vee [0'1) (21)

En la ecuacién (21), el parimetro € define el margen
de seguridad respecto al limite de estabilidad del siste-
ma. En particular, cuando € adopta valores cercanos a la
unidad, el NS-DVA opera préximo a la frontera de es-
tabilidad, alcanzando el méximo desempeiio de control,
aunque con una menor robustez frente a incertidum-
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bres y desajustes paramétricos. Por el contrario, valores
menores de € incrementan el margen de estabilidad del
dispositivo, mejorando su confiabilidad operativa a cos-
ta de una ligera reduccién en su desempefio de control.

La Figura 7 b) muestra la reduccién de los picos reso-
nantes de la FRF para € = 0.9 y diferentes relaciones
de masas f8. Los resultados evidencian que el NS-DVA
proporciona una mayor capacidad de mitigacion de vi-
braciones para relaciones de masas inferiores a 0.2. Esta
tendencia también se observa en la Tabla 1, donde el
porcentaje de reduccién del DMF disminuye conforme
aumenta la relacién de masas, indicando que la incor-
poracién del elemento de rigidez negativa resulta parti-
cularmente ventajosa cuando el absorbedor dispone de
una masa reducida.

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollé una metodologia analitica
para el diseflo cuasioptimo de un NS-DVA destinado
a la mitigacion de vibraciones producidas por fuerzas
inerciales de desbalance en sistemas mecanicos de un
grado de libertad. La metodologia integra la FPT, basa-
da en los enfoques de Den Hartog y Steen Krenk, con
un andlisis de estabilidad mediante el criterio de Routh-
Hurwitz y una evaluacién del desempefio dindmico
bajo la norma #Heo. A partir de los resultados obtenidos,
se establecen las siguientes conclusiones:
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1. Se desarroll6 una metodologia analitica que per-
mite determinar los pardmetros cuasidptimos del
NS-DVA mediante expresiones cerradas, evitando
el uso exclusivo de procedimientos iterativos de op-
timizacion numérica.

2. El andlisis de estabilidad permiti6 obtener el inter-
valo permisible de la relacién de rigidez negativa
mediante el criterio de Routh-Hurwitz. Asimismo,
la incorporacion del parametro € proporciona un
margen de seguridad que mejora la robustez del di-
sefio frente a incertidumbres paramétricas.

3. Lavalidaciéon mediante la norma #Heo mostré que la
FPT proporciona resultados practicamente equiva-
lentes a los obtenidos por optimizacién numérica,
confirmando la precision de las soluciones analiti-
cas propuestas.

4. Los resultados numéricos revelaron que, para el
caso de estudio del motor de combustidon interna,
el NS-DVA reduce el DMF en aproximadamente un
71 % respecto al DVA convencional, manteniendo
la estabilidad del sistema dentro del intervalo per-
misible de la relacion de rigidez negativa.

5. Elanalisis paramétrico revelé que el NS-DVA resul-
ta especialmente atractivo para aplicaciones donde
existen restricciones de masa y espacio, como ma-
quinaria rotativa, motores de combustion interna,
generadores eléctricos y sistemas electromecanicos
de alta velocidad.

En conjunto, los resultados demuestran que la metodo-
logia propuesta constituye una herramienta de disefio
eficiente, precisa y robusta para NS-DVA. Ademas de
proporcionar soluciones analiticas para el calculo de los
parametros Optimos, permite establecer limites explici-
tos de estabilidad y definir margenes de seguridad para
el diseno, contribuyendo al desarrollo de estrategias de
control pasivo de vibraciones de alto desempeiio.
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