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RESUMEN
En este trabajo se diseñó un controlador en tiempo discreto que estabiliza una ecuación en diferencias 
escalar, donde es posible elegir el tiempo de convergencia al origen como un parámetro en la ley de control. 
En ausencia de perturbaciones, se realizó un análisis del controlador para verificar que la solución converge 
al origen en un número de pasos finito. Con presencia de perturbaciones acotadas, se agregó al controlador 
propuesto un término integral discreto que rechaza dichas perturbaciones y al mismo tiempo se logran 
los objetivos de control. Finalmente, se aplicaron los resultados obtenidos a un sistema de ecuaciones en 
diferencias para comprobar la factibilidad de dicho estudio.

PALABRAS CLAVE: control discreto; tiempo de convergencia; perturbaciones; sistema no lineal.

ABSTRACT

In this work, a discrete-time controller was designed that stabilizes a scalar difference equation, where it is 
possible to choose the convergence time to the origin as a parameter in the control law. In the absence of 
disturbances, an analysis of the controller was performed to verify that the solution converges to the origin 
in a finite number of steps. In the presence of bounded disturbances, a discrete integral term was added to 
the proposed controller that rejects such disturbances and at the same time achieves the control objectives. 
Finally, the results obtained were applied to a system of difference equations to verify the feasibility of said 
study.
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I. INTRODUCCIÓN

El control de sistemas lineales y no lineales ha sido ob-
jeto de estudio por una gran variedad de investigadores 
en décadas recientes y diversos algoritmos se han ido 
desarrollando a lo largo de los años, como el control 
de sistemas lineales [1], H infinito [2] y control óptimo 
[3]. Para el control de sistemas no lineales se pueden 
mencionar el de modos deslizantes [4}, [5] y el de retro-
alimentación del estado [6], el primero de los cuales ha 
recibido mucha atención debido a su robustez ante per-
turbaciones externas y a la variación de parámetros [7]. 
Este tipo de controlador se diseña utilizando una fun-
ción discontinua que conmuta a muy alta frecuencia, 
lo que produce un fenómeno conocido como chattering 
causado por dinámicas no modeladas. Esta desventaja 
en el algoritmo por modos deslizantes se puede mini-
mizar por medio de los modos deslizantes de segundo 
orden introducido por A. Levant [8].

Otro tipo de controladores que en años recientes han 
recibido mucha atención son los de tiempo de conver-
gencia en tiempo finito [9], tiempo fijo [10] y tiempo pre-
determinado [11], [12]. En el primero de ellos, el tiempo 
de convergencia al origen depende de las condiciones 
iniciales, por lo que si estas no están acotadas, el tiempo 
de convergencia tampoco. Esta desventaja se resolvió 
con los controladores cuyo tiempo de convergencia se 
presenta en tiempo fijo, es decir, tal tiempo de conver-
gencia está acotado por una constante independiente-
mente de cualquier condición inicial. Finalmente, en 
los controladores cuyo tiempo de convergencia es pre-
determinado, el parámetro que indica la convergencia 
al origen aparece explícitamente en la ley de control 
(véase [11], por ejemplo). 

Por otro lado, a pesar de los esfuerzos que se han reali-
zado para el diseño de controladores de sistemas diná-
micos, la mayoría de ellos han sido desarrollados para 
sistemas en tiempo continuo, pero su contraparte, en 
tiempo discreto, no ha recibido la misma atención o no 
ha sido aún tan amplia. Algunos trabajos que han con-
tribuido al control en tiempo discreto se pueden encon-
trar en [13], [14], [15], [16], en donde se emplean técnicas 
como linealización por retroalimentación del estado y 
modos deslizantes en tiempo discreto [13], modos desli-
zantes integrales en tiempo discreto [14], super-twisting 
en tiempo discreto [16] y control en tiempo finito para 
sistemas discretos lineales variantes en el tiempo [17], 
entre otros.

Con base en las anteriores consideraciones, en este 
trabajo se presenta una propuesta de un controlador 
en tiempo discreto donde el tiempo de convergencia 
ante la ausencia de perturbaciones se puede seleccionar 
como parámetro en la ley de control. Si el sistema ori-
ginal está sujeto a perturbaciones externas acotadas, en 
la ley de control se agrega un término integral discreto 
que compensa dicha perturbación.

II. METODOLOGÍA

A. CONTROL EN AUSENCIA DE PERTURBACIONES

Considérese el siguiente sistema en tiempo discreto:

x(k+1) = u(k) (1)

con la condición inicial x(0) = x0. k ∈ N ∪ {0}, x(k) ∈ 
R es el estado del sistema y u(k) ∈ R es una entrada de 
control.

El objetivo de la entrada de control u(k) es llevar el esta-
do del sistema desde la condición inicial x0 al origen en 
un tiempo discreto kf previamente asignado. Se propo-
ne la siguiente ley de control para el sistema (1):

x(k) –      , 0 ≤ k ≤ kf

         x(k), k > kf

u(k) =
x0

kf
(2)

donde kf es el número de pasos preasignados para llegar 
al origen, kf = tf

T, tf es el tiempo en segundos para llegar 
al origen y T el periodo de muestreo.

B. ANÁLISIS DE LA LEY DE CONTROL

Considérese el intervalo de tiempo 0 ≤ k ≤ kf. Se sustitu-
ye la entrada de control u(k) en la ecuación (1):

x(k+1) = x(k) – x0
kf

(3)

Se resuelve la ecuación (3) con k = {0, 1, 2, …, n}. 
Observe de la ecuación (2) que los valores que k puede 
tomar están limitados por kf, k ≤ kf.

x(1) = x0 – x0
kf

(4)
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x(2) = x0 – 2x0
kf

(5)

y así sucesivamente, hasta k = n:

x(n) = x0 – nx0
kf

(6)

Finalmente, en el paso n = kf, x(n = kf) = 0, es decir, 
cuando se han realizado kf pasos desde la condición ini-
cial en k = 0, la evolución del estado x alcanza al origen.

Enseguida, se sustituye ahora la ley de control u(k) = 
x(k), para toda k > kf, x(k + 1) = x(k), con la condición 
inicial x(kf) = 0. Supóngase que el estado x(k) ha llegado 
al origen en el paso kf, es decir, x(kf ) = 0, por lo que en el 
paso kf + 1 se mantendrá en el origen, es decir, x(kf + 1) 
= x(kf) = 0, dada la condición inicial, y así sucesivamen-
te para los tiempos posteriores, x(k + 1) = x(k) = 0, para 
toda k ≥ kf. Con esto se concluye el análisis.

El siguiente ejemplo ilustra la ley de control presentada 
en la ecuación (2).

Ejemplo 1. Considérese la siguiente ecuación en dife-
rencias lineal:

x(k + 1) = 2x(k) + u(k) (7)

donde x(k) ∈ R es el estado del sistema, x(k) ∈ R es la 
entrada de control y con la condición inicial x(0)=x0. Se 
elige la ley de control u(k) de acuerdo con la ecuación 
(2) como sigue:

–x(k)–     , k0 ≤ k ≤ kf

        –x(k), k > kf

u(k) =
x0

kf
(8)

Observe que si se sustituye en el intervalo de tiempo 
0 ≤ k ≤ kf, la ley de control (8) en la ecuación lineal 
(7), la ecuación en diferencias resultante es similar a la 
ecuación (3). Por lo tanto, la convergencia al origen se 
alcanza en n = kf pasos. De igual forma para el intervalo 
de tiempo k > kf. 

Para el ejemplo 1, el tiempo de muestreo T se ha ele-
gido como T = 0.001 segundos, kf = 500, por lo que en 
el tiempo tf = 0.5 segundos el estado x(k) convergerá 
al origen sin importar la condición inicial. La Figura 1 
muestra la evolución temporal del estado x(k) y la en-
trada de control u(k) en el intervalo de tiempo [0, 1.5] 

segundos para diferentes condiciones iniciales. Observe 
que cuando tf = 0.5 segundos, ambos el estado y la en-
trada de control convergen al origen y permanecen allí 
para tiempos futuros, k > kf. 
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Figura 1. Evolución temporal de la variable x(k) y u(k).

C. RECHAZO DE PERTURBACIONES

Considérese ahora la siguiente ecuación:

x(k + 1) = u(k) + ρ(k) (9)

con la condición inicial x(0) = x0. k ∈ N ∪ {0}, x(k) ∈ 
R es el estado del sistema, u(k) ∈ R es una entrada de 
control y ρ(k) es una perturbación externa acotada. 

La ley de control u(k) propuesta es

x(k)–      –b1√|x(k)|sign(x(k))
           +δ(k),  k0 ≤ k < kf

x(k)–b2√|x(k)|sign(x(k))
           +δ(k),  k ≥ kf

u(k) =

x0

kf

(10)

donde δ(k + 1) = δ(k) – Tb3sign(x(k)) es el término 
que rechaza la perturbación ρ(k) con la condición ini-
cial δ(0) = 0, y b1, b2, b3 son constantes positivas. El 
término √|x(k)|sign(x(k)) ayuda a mantener al estado 
x(k) en el origen. Note que el término x(k) – x0

kf
  en 

(10) es el mismo propuesto en la ley de control (2). El 
siguiente ejemplo ilustra la aplicabilidad de la ley de 
control (10).
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Ejemplo 2. Considérese la siguiente ecuación en dife-
rencias no lineal

x(k + 1) = x2(k) + u(k) + ρ(k) (11)

con condición inicial x0 = 5 y perturbación externa 
ρ(k) = 0.5sen(         )2πkT

3 . La ley de control (10) toma la si-
guiente forma:

x0

kf
–x2(k)+x(k)–     – b1√|x(k)|sign(x(k))
                    +δ(k),    k0 ≤ k < kf

–x2(k)–b2√|x(k)|sign(x(k))
           +x(k)+δ(k),    k ≥ kf

u(k) =

(12)

y δ(k + 1) = δ(k) – Tb3sign(x(k)), con δ(0) = 0.

Los resultados de simulación se realizaron con los si-
guientes parámetros: kf = 100, T = 0.01, b1 = 0.2, b2 = 0.5, 
b3 = 5, que se muestran en la Figura 2. Observe que des-
pués del tiempo de convergencia tf = 1 segundo, el estado 
del sistema x(k) permanece en 0 para todo k > kf, aun en 
presencia de perturbaciones (Figuras 2 y 3). 

La Figura 2 ilustra la evolución temporal del estado x(k) 
junto con la evolución temporal de la ley de control u(k) 
aplicada (12).
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Figura 2. Evolución temporal del estado x(k) y la entrada de control 
u(k).

La Figura 3 ilustra la evolución temporal de la pertur-
bación ρ(k) (línea negra) y el término δ(k) que rechaza 
dicha perturbación.

0

‒0.6

‒0.4

0

‒0.2

Pe
rt

ur
ba

ci
ón

tiempo (kT)

0.2

0.4

0.6

0.8

1 20.5 1.5 2.5 3.53 4 4.5

ρ(k)
δ(k)

Figura 3. Línea negra: perturbación aplicada al sistema. Línea azul: 
variable que rechaza la perturbación.

En la sección II D se presenta un ejemplo de la ley de 
control propuesta a un sistema de ecuaciones en dife-
rencias.

D. SISTEMA DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS 

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones:

x1(k + 1)= x1(k) + x2(k)
x2(k + 1) = x2(k) + u(k) + ρ(k)

(13)

con condiciones iniciales x1(0) = x10, x2(0) = x20. ρ(k) 
es una perturbación externa desconocida, pero acotada. 
La metodología para estabilizar el sistema de ecuacio-
nes en (13) es como sigue.

Se define una nueva variable

z1(k) = x1(k) (14)

y se toma un paso adelante

z1(k + 1) = x1(k) + x2(k) (15)

considerando x2(k) como una variable de control vir-
tual, y para el intervalo de tiempo k ≥ 0

x2
des(k) = (l1 – 1)z1(k) (16)

Se define una nueva variable de error z2(k) = x2(k) – x2
des

(k) y tomando un paso adelante

z2(k + 1) = x2(k) + u(k) + ρ(k) – x2
des(k + 1) (17)

donde x2
des(k + 1) = (l1 – 1)(x1(k) + x2(k).
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Para la ecuación (17), considérese la siguiente ley de 
control:

u(k) = ϑ(k) + (l1 – 1)(x1(k) + x2(k)) – x2(k) (18)

Con la ley de control (18), la ecuación (17) se escribe 
como sigue:

z2(k + 1) = ϑ(k) + ρ(k) (19)

Observe que la ecuación (19) toma la forma de la ecua-
ción (9) de la sección II C, por lo que la ley de control 
ϑ(k) se obtiene de (10) y toma la forma siguiente:

z20

kf
z2(k)–     – b1√|z2(k)|sign(z2(k))
                    +δ(k),    0 ≤ k < kf'

z2(k)–b2√|z2(k)|sign(z2(k))
                    +δ(k),    k ≥ kf'

ϑ(k) =

(20)

donde δ(k + 1) = δ(k) – Tb3sign(z2(k)).

III. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Los resultados de simulación se obtuvieron con las si-
guientes condiciones iniciales y parámetros: x1(0) = –5, 
x2(0) = 8,  b1 = b2 = 0.3, l1 = 0.3, δ(0) = 0, kf = 150, N = 480, 
T = 0.01. Las Figuras 4, 5 y 6 muestran los resultados de 
simulación en el intervalo de tiempo de 0 a 4.8 segundos. 
La Figura 4 muestra la evolución temporal de los estados 
x1(k), x2(k) del sistema de ecuaciones (13) ante la ausen-
cia de control, es decir, u(k) = 0, y ρ(k) = ρ(k) = 0.5sen(         )2πkT

3 .
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Figura 4. Evolución temporal de los estados x1(k), x2(k) en la ecua-
ción (13) ante la ausencia de control u(k) = 0, y en presencia de la 
perturbación ρ(k) = 0.5senρ(k) = 0.5sen(         )2πkT

3 .

El objetivo del controlador propuesto en las ecuacio-
nes (18) y (20) es llevar al origen las variables de estado 
x1(k), x2(k), en las ecuaciones en diferencias (13), aun 
ante la presencia de perturbaciones. 

La Figura 5 muestra los resultados obtenidos al aplicar la 
ley de control (18) al sistema de ecuaciones en (13), don-
de  ϑ(k) está dada por la ecuación (20). Observe que los 
estados son mantenidos en el origen por la ley de control 
u(k) (18), aun ante la presencia de perturbaciones. La ley 
de control u(k), una vez que se compensa la perturbación, 
se mantiene en un valor de 0, como se ve en la Figura 5. 
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Figura 5. Arriba: evolución temporal de los estados x1(k), x2(k). 
Abajo: ley de control u(k) que mantiene a los estados alrededor del 
origen. 

La Figura 6 ilustra la perturbación ρ(k) = 0.5 senρ(k) = 0.5sen(         )2πkT
3  

aplicada al sistema (13) junto con la variable δ(k) (20) 
que rechaza dicha perturbación. Observe que ambas grá-
ficas son similares, solo que de signo contrario. Esto es, 
con la suma de la perturbación ρ(k) más el término que 
lo rechaza δ(k) en la ley de control u(k) se obtiene 0.
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Figura 6. La línea negra representa la perturbación ρ(k) aplicada en 
la ecuación (13), y la línea azul es la evolución temporal δ(k) en (20) 
que compensa la perturbación.
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Como se puede ver en la metodología propuesta y en 
los resultados de los ejemplos numéricos, es posible 
aplicar este controlador en tarjetas programables, como 
pueden ser Arduino y Beagle Bone, entre otras, ya que 
no es necesario realizar complicadas operaciones y la 
ley de control se obtiene de manera recursiva.

IV. CONCLUSIONES

Este trabajo ha presentado el diseño de una ley de con-
trol en tiempo discreto donde, en ausencia de pertur-
baciones, es posible elegir el tiempo de convergencia al 
origen para sistemas escalares.

A pesar de que el diseño del controlador se ha propues-
to para sistemas escalares, es posible extenderlo a siste-
mas de ecuaciones en tiempo discreto como se ve en el 
ejemplo propuesto.

Como trabajo futuro se plantea otros tipos de controla-
dores en tiempo discreto y su aplicación en tiempo real. 
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