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RESUMEN

Dado que la grafica de control T no es sensible a cambios pequefios en el vector de medias del proceso, y ademds,
cuando se presenta una sefial fuera de control, no le es posible identificar la(s) variable(s) que la generan, en este
trabajo se propone una grafica de control combinada por la grafica T* de Hotelling, la grafica M (propuesta por
Hayter et al., (1994)) y una nueva grafica basada en Componentes Principales, a la que llamamos grafica TMY, con
las caracteristicas de que: 1) Permite identificar cualquier tipo y magnitud de cambio en el vector de medias del
proceso y 2) Cuando se presenta una sefial fuera de control, los estadisticos significativos de la grafica combinada,
definen si la sefial la provocan las variables y/o correlaciones.

Palabras Claves: Procesos Multivariados, 7' 2 de Hotelling, Componentes Principales, ARL, Grafica de Control
M y Gréfica de Control Combinada.

1. INTRODUCCION

En el control de procesos multivariados, la grafica de control de Shewhart es ineficiente, ya que no
considera la correlacion que usualmente existe entre las variables, lo que incrementa el error tipo I global

(Nedumaran et al., 1998; Hayter et al., 1994). El eficiente control de procesos multivariados, se inicia

con Harold Hotelling en 1947, cuando propuso la grafica de control T 2 que actualmente lleva su nombre.
Aunque actualmente la grafica de control 7° es una de las mas usadas en el Control Estadistico del
Proceso (CEP) multivariado (Umit et al., 2001; Prins et al., 1997), ésta tiene las desventajas que; 1)
identifica sefiales fuera de control, pero no identifica las variables causantes de la sefial, 2) es insensible a
cambios pequenos en el vector de medias del proceso (Lowry et al., 1992; Lowry et al., 1995), 3) es
insensible a cambios individuales en una componente o un subconjunto de ellas (Hawkins, 1991) y 4)
pierde sensibilidad a medida que el nimero de variables, p , se incrementa (Ye et al., 2006).

Para enfrentar la tarea de identificar las variables fuera de control, Mason,Young y Tracy, (1997)
desarrollaron una metodologia matematica para descomponer las sefiales en elementos ortogonales. Este
enfoque de descomposicion tiene el inconveniente que a medida que el nimero de variables se
incrementa, la cantidad de elementos ortogonales a calcular crece considerablemente. Para consultar los
detalles técnicos referimos al lector a Mason et al. (2001).

Otro enfoque utilizado en el CEP multivariado es detectar sefales fuera de control, para lo cual se
usa el estadistico 7°. Para identificar las variables causantes, se utiliza Componentes Principales (CP)

(Jackson, 1991).
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Hayter et. al. (1994) desarrollaron una grafica para identificar sefiales fuera de control y las
variables causantes de éstas, la grafica estd basada en el estadistico M . La desventaja de este enfoque, es
que si en el vector observado del proceso se genera un cambio en las variables en sentido opuesto al
identificado en la distribucion de referencia, el estadistico M no detectara la senal fuera de control
(Chen et al., 2001).

Considerando las desventajas que tanto el método de descomposicion y las graficas 7%y M, tienen
para interpretar e identificar sefiales fuera de control respectivamente, en la seccion seis de este trabajo,
se propone una nueva grafica de control para identificar e interpretar sefiales fuera de control para

cualquier tipo y magnitud de cambio en el vector de medias.

2. GRAFICA DE CONTROL T?DE HOTELLING

La construccion de la gréafica de Hotelling se basa en la cantidad 7°, que en su version poblacional
se puede definir como sigue; siendo X, un vector aleatorio de una poblacion normal p-variada con
vector de medias 4 y matriz de covarianzas 2 > 0, la variable aleatoria T* de Hotelling, se expresa

cCOmo:

T? :(X—,u)'Z’l(X—,u) (1)
Cuando g y X son conocidos, se puede demostrar (Johnson et al., 1998) que T* se distribuye

2 .
como una ¥ cuadrada con p grados de libertad. Cuando, como generalmente ocurre, & y 2 son los
parametros desconocidas de una poblacion normal p-variada con media 4 y matriz de covarianzas 2,

estos son estimados por X y S respectivamente. La variable aleatoria 7° de Hotelling muestral, se

€xpresa como:

T’ =(X-X)S'(X-X) 2)
En este caso se tiene que:

- [ poreDm-

l’l(l’l _p) FEPJI—.U) (3)

De aqui en adelante, cuando se mencione a la 7° nos referiremos al estadistico en (2) donde los

estadisticos X y S son el vector medio y matriz de covarianzas, respectivamente, de la distribucion de
referencia. La grafica T° controla cambios en el vector de medias suponiendo que la matriz de

covarianzas del proceso es igual a la matriz de covarianzas de la distribucion de referencia.
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3. GRAFICA DE CONTROL DE COMPONENTES PRINCIPALES

Asumiendo que se tienen p variables X,,X,,...,X , > para cada uno de n vectores aleatorios, el i-
ésimo componente principal Z, = a,x, +a,x, +...+a, - tiene varianza ll Donde, los

coeficientes a,,,d;,,...,4,;

;p son dados por el i-ésimo vector propio y /1i es el i-ésimo valor propio de la

matriz de covarianzas o de correlaciones de modo que 4, > A, > .. 2= A, (Johnsonetal,

1998). El estadistico 7° puede representarse en forma equivalente en funciéon de los componentes

principales como:

T = fz— (4)

donde Z, za;(X ; -X ) es el i-ésimo componente principal calculado sobre la base de los datos
centralizados. Cuando la grafica de control 7° identifica una sefial fuera de control, el componente

principal Z;, maximo es usado para identificar las variables fuera de control.

4. GRAFICA DE CONTROL M

Hayter et. al. (1994) desarrollaron una grafica de control para identificar sefiales fuera de control y

las variables causantes de éstas. La grafica esta basada en el estadistico M definido como:

‘xi/' _fj‘
M =max

Sjj

donde X, es la j-ésima componente del i-ésimo vector observado, )_Cf y § ., son la j-ésima componente

N/
del vector de medias estimado y el j-ésimo elemento diagonal de la matriz de covarianzas estimada,
respectivamente. Si el estadistico M es mayor que un valor critico Cr, el proceso se declara fuera de
control, y se recomienda examinar p graficas de control univariadas para identificar las variables
causantes de la irregularidad. Cr es una funcion de la matriz de covarianzas de la distribucion de
referencia y su valor se puede obtener de tablas disponibles en Odeh et. al. (1982) o estimarlo mediante

simulacion, Hayter et. al. (1994).

5. DESARROLLO DE LA METODOLOGIA

En esta seccion se describe el desarrollo de la grafica de control Y propuesta para identificar

sefales fuera de control.
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5.1. Grafica de Control Y

De acuerdo con Jackson (1991), cuando la grafica 7° identifica una sefal fuera de control, el
componente principal Zi en (4) es usado para identificar las variables fuera de control. A diferencia de

éste enfoque, en ésta seccion se propone una nueva grafica para identificar sefales fuera de control,
basada en el estadistico Y definido como el maximo del valor absoluto de los p componentes principales

estandarizados, esto es:

Y = Max,|Z| (5)

Para un proceso normal multivariado, los componentes principales Z; en (4), se distribuyen como

una normal estandar (Johnson et al., 1998). Utilizando teoria elemental de transformaciones, la funcion

de densidad de probabilidad del estadistico ¥ se expresa en forma general como:

L, =p[2E,0)-1]""2£.() . 6)

donde F 7 (y) y f 7 (y) es la funcion de distribucion acumulada y la funcion de densidad de

probabilidad de Z, respectivamente, por lo que la ecuacion 6 para el caso normal es:
p-1
L) =p[20(2)-1]" 24(2) (7

Para calcular el limite de control, LC, del estadistico ¥ para un error tipo I &, basta encontrar en
(7) el valor de LC tal que P(Y<LC)=1- ¢ . En el caso de que los datos no se distribuyan en forma normal
multivariada, se pueden utilizar técnicas de remuestreo para estimar el LC de Y. El procedimiento para
construir la grafica de control Y es el siguiente:

1. Estimar los parametros del proceso, i y X, a partir de la distribucion de referencia.

2. Calcular el limite de control, LC, de Y.

3. Para cada nueva observacion calcular el estadistico Y.

4. Si el estadistico Y es menor que el LC, el proceso esta dentro de control.

5

Si el estadistico Y es mayor o igual al LC, el proceso esta fuera de control.

En la siguiente seccion se presenta un ejemplo para mostrar, mediante simulaciéon, como se

desempeiia la grafica de control Yy se compara su sensibilidad con las graficas 7°y M.

5.2. Desempefio de la Gréafica Y y Comparacién con las Gréficas T2y M
Para comparar el desempefio de la grafica Y con las graficas T° y M, se utiliza el ejemplo

propuesto por Hayter et al. (1994) en el cual se supone tener un proceso normal bivariado con  y X

conocidos. Dada la matriz 2 , se calculan los vectores y valores propios. Con los primeros se construyen
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los componentes principales, mientras que los segundos proporcionan las varianzas respectivas de los
mismos.

Se calculan los limites de control para las tres graficas considerando un error tipo I de 0.05.
Haciendo uso de (3) el limite de 7% es de 5.9915. Basados en la matriz de covarianzas, en un ambiente de
simulacidn se generan m vectores aleatorios (m grande), para determinar el limite de control de la grafica
M (Cr) el cual es de 2.1990. Integrando (7), el limite de la grafica Y es de 2.2361.

En la Figura 1, la elipse representa el limite de control para la grafica T°. Reescalando a las variables
originales, el rectangulo delimitado por lineas con puntos grandes, representa los limites de control para
la grafica M y el rectangulo inclinado delimitado por lineas con puntos pequefios representa los limites
de control para la grafica Y.

Para realizar la comparacion grafica, se generan 1000 vectores aleatorios los cuales se representan
en la Figura 1 en conjunto con las 4reas criticas bajo las cuales las tres graficas, 7°, M y Y, indican
sefiales fuera de control. Para cualquier vector que se encuentre en el area A, la grafica 7° indicara una
sefial fuera de control pero no lo hara la grafica M. Por el contrario, todo aquel vector que se encuentre en
las 4reas B y F, la grafica M indicard una sefial fuera de control pero la grafica 7° no lo hara. De la
misma figura se observa que las graficas 7°y Y son mas sensibles que la grafica M para detectar cambios
en las variables en direccion opuesta al identificado en la distribucion de referencia (area E). En este
sentido se postula que Y es mas eficiente que 7° para detectar pequefios cambios en el vector de medias
(4reas C1 y C2). Por otro lado, se postula que la grafica M es mas eficiente que las graficas 7°y ¥ para
detectar cambios en las variables cuando éstas se incrementan o disminuyen en una misma direccion,

areas By F.
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Figura 1. Regiones Criticas para los Estadisticos 7°, M y Y.
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Para evaluar la sensibilidad de cada grafica de control y verificar los postulados arriba enunciados,
se usa el ejemplo mencionado anteriormente y se realiza una simulacion con el proceso bajo control y
fuera de control. Para simular el proceso fuera de control se utilizan ocho diferentes escenarios de cambio
en el vector de medias. La magnitud del cambio en el proceso se mide por medio del pardmetro de no

centralidad A (Lowry et al., 1992), el cual de expresa como:

A:[(Xi_#)z_](xi_ﬂ)];»

Para cada uno de los escenarios, la simulacidon se realiza con 50,000 vectores individuales. Las
Tablas 1 y 2 muestran los ARL, (Longitud Promedio de Corrida), cuando las medias de las dos variables
se incrementan en la misma direccién y cuando las medias de las dos variables se mueven en direccion
opuesta (la correlacion positiva esperada entre las variables cambia), respectivamente. Cuando un
proceso se encuentra bajo control, es deseable que su ARL sea maximo y cuando este estd fuera de
control, es deseable que su ARL sea minimo para que identifique mas rapidamente las condiciones fuera

de control (Sheu et al., 2003-2004).

Tabla 1. Comportamiento de ARL para los Estadisticos 7% M yY.

(Medias se Incrementan en una Misma Direccion)

Estadistico vy
0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
T 19.88 18.30 | 14.45 |7.33 3.92 2.33 1.29 1.04 1.00
19.88 1779 |13.38 |6.21 3.32 2.04 1.22 1.03 1.00
Y 19.59 18.07 |14.70 |7.55 3.96 2.32 1.27 1.03 1.00

Tabla 2. Comportamiento de ARL para los Estadisticos 7°, M y Y.

(Medias se Incrementan en Direccion Opuesta)

Estadistico A

0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
T 20.38 1891 |[13.94 |6.75 3.93 2.36 1.27 1.04 1.00
M 20.43 20.11 |16.40 |11.20 |7.70 5.11 2.52 1.52 1.14
Y 20.30 1885 |[14.13 |6.75 3.92 2.34 1.25 1.03 1.00

De los resultados de la simulacion, Tablas 1 y 2, cuando el proceso estd bajo control (A=0), no
existe una grafica, de las tres analizadas, que sea mas sensible que las otras dos. Este resultado es
congruente con el resultado encontrado por Hayter et al. (1994) quienes reportan que cuando el proceso

esta bajo control, no hay una diferencia clara entre la sensibilidad de las graficas 7° y M. Cuando el
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proceso esta fuera de control (A>0), con las medias de las variables incrementandose en una misma
direccioén, como se observa en la Tabla 1, la grafica M responde mas rapidamente que las otras dos.
Cuando el proceso esta fuera de control (A>0), con las medias de las variables cambiando en sentido
opuesto, como se observa en la Tabla 2, las graficas T° y Y responden mas rapidamente que la grafica M,
siendo mejor la respuesta de Y.

Considerando los resultados presentados en el analisis anterior y tomando como base al ARL, se
concluye que ninguna grafica de control es mas eficiente que las otras dos bajo todas las condiciones de
operacion simuladas. Se observa ademads, que la grafica Y resulta ser mas sensible para detectar cambios

en las medias en sentido opuesto al observado en la distribucion de referencia.

6. GRAFICA DE CONTROL COMBINADA TMY

En esta seccion se describe como funciona la grafica combinada TMY para identificar e interpretar

sefiales fuera de control.
6.1. ldentificar Sefiales Fuera de Control

Con el propésito de disponer de un método de control que sea mas sensible a cualquier condicion de
operacion de un proceso, se propone una grafica de control basada en la combinacion de los tres
estadisticos; 7%, M y Y. El objetivo de la grafica de control TMY es incrementar la sensibilidad para
identificar cualquier tipo y magnitud de cambio en el vector de medias. El procedimiento para desarrollar
la grafica de control TMY es;

1. Estimar los pardmetros del proceso 4 y X a partir de la distribucion de referencia.

Calcular los LC para cada una de las graficas de control 7°, M y Y.
Para cada nueva observacion calcular los tres estadisticos.

Si cada estadistico es menor a su LC correspondiente, el proceso esta dentro de control.

vk v

Si al menos un estadistico es mayor o igual a su LC correspondiente, el proceso esta fuera de
control.
Para mostrar como se construye la grafica de control TMY, se considera el caso de monitorear y
controlar la calidad dimensional de un subensamble en un proceso automotriz para el cual se controlan
p=38 variables criticas que se correlacionan entre si. Considerando un error tipo I de 0.05, los limites de
control para las graficas 7°, My Y son; 15.5073, 2.58 y 2.7267, respectivamente.
La Figura 2 de la siguiente seccion muestra la grafica de control 7MY, donde se observan cinco
sefiales fuera de control, observaciones 6, 26, 27,30 y 33. La observacion 6 es identificada por la grafica
de control T° y la 26 por la grafica Y. Las observaciones 27 y 33 son identificadas por las graficas 7°, M'y

Y, y la observacion 30 es identificada por la grafica M.
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6.2. Evaluacion de la Sensibilidad de la Grafica de Control Combinada TMY

Para evaluar la sensibilidad de la grafica de control 7MY, se corre una simulacion para el ejemplo

del subensamble automotriz, considerando un cambio en direccion opuesta en las medias de dos variables

cuya correlacion bajo condiciones normales de operacion del proceso es positiva. Como antes (ver

seccion 5.2), el cambio se mide en funcién de A . Los resultados se muestran en la Tabla 3.

20

18

ESTADISTICO

Tabla 3. Comportamiento de ARL para las Graficas 7° My Y y la Grafica TMY.

GRAFICA DE COMTROL CORMBINADA, T

i

LiZ(T)

Lz

@\g@\:!/i&, ”“v%f@@ W TJ ’“S\ehe/@ E,&@J B LCOD

MUESTR.&S

25

Figura 2. Grafica de Control Combinada, TMY.

35

Estadistico A

0.00 0.25 0.50 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
T 19.99 (1891 |16.93 |10.70 |6.94 4.24 1.83 1.22 1.03
M 20.55 [19.44 {1938 |17.97 [17.23 |16.18 |[12.32 (9.70 7.23
Y 19.88 [18.17 |17.12 |12.11 |8.38 5.36 2.39 1.47 1.11
™Y 10.05 |9.46 8.94 6.70 4.88 3.35 1.67 1.18 1.02
%deDesempeiio 49.72 14794 |47.19 |37.40 [30.07 |21.08 8.4l 2.41 0.52

De acuerdo a los resultados de la simulacion, y considerando las tres graficas de control en forma

individual, cuando el proceso estd bajo control, la grafica 7° responde mejor que las otras dos graficas

(ARL =19.99). A excepcion del cambio con A =0.25, cuando el proceso esta fuera de control, la grafica

T° responde mas rapidamente que las otras dos. Por ejemplo, para A =1.00, el ARL para T° es de 10.70,
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contra un ARL de 17.97 y 12.11 para las graficas M y Y, respectivamente. Si se observa el ARL de la
grafica de control combinada TMY, ésta responde mas rapidamente que cada una de las otras tres en
forma individual. La ultima fila de la Tabla 3, muestra el porcentaje de desempefio de la grafica 7MY,
con respecto a la mejor de las tres graficas. Los porcentajes muestran que para pequeiios y moderados
valores de A, la grafica TMY es mas sensible que las otras tres. Para cambios grandes, A > 3, el
desempeno de TMY no es muy significativo.

La grafica de control combinada incrementa la sensibilidad, pero desafortunadamente incrementa la
tasa de falsas alarmas, sobre todo cuando el proceso esta bajo control. Sin embargo, como algunos
autores lo plantean, la eficiencia de una grafica de control combinada debe sobrepasar las pérdidas
debido al incremento en las falsas sefales fuera de control (Wu, 1994-1995). Cuando los costos de la
mala calidad en ambientes de manufactura exigentes como la industria automotriz, sobrepasan los
costos de detener el proceso e investigar las causas de las sefiales fuera de control, la grafica de control

combinada TMY es una buena alternativa para mantener la competitividad.

6.3. Interpretacién de Sefales Fuera de Control

En una grafica de control 7MY se pueden observar siete estados posibles de sefiales fuera de control
dependiendo del o los estadisticos significativos. Los estados se asocian con las areas de la Figura 1y
para cada una de ellas se puede identificar las causas del fuera de control. La Tabla 4 lista las areas
referidas, los estadisticos significativos y las causas del fuera de control. Por ejemplo, si una sefial fuera
de control esta en el area F, los estadisticos significativos son M y Y, y la causa de la sefial son las
variables. Bajo este mismo razonamiento, para cada area se identifican los estadisticos significativos y se
definen las causas generales del fuera de control. La Tabla 4 muestra los resultados, con la diferencia de
que cada una de las areas C y G se dividen en dos areas, Cl1 y C2 para la primera y G1 y G2 para la

segunda, dado que las causas del fuera de control son diferentes.

Para identificar las causas de una sefial fuera de control la grafica TMY define los estadisticos
significativos y de la Tabla 4 se identifican las causas de la sefal. Si estas son las variables, solo se
requiere determinar los elementos incondicionales del método de descomposicion de Mason, Young y
Tracy. Si la sefial se debe a correlaciones, solo se requiere determinar los elementos condicionales. Si la
sefal se debe a variables y correlaciones, se requiere determinar tanto los elementos incondicionales y

condicionales.
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Tabla 4. Areas, Estadistico(s) Significativo(s) y Causas del Fuera de Control

Area Estadistico(s) Significativo(s) Causas del Fuera de Control
A T Correlaciones
B M Variables
Cl Y Variables
C2 Y Correlaciones
T yM Variables y Correlaciones
TyY Correlaciones
F MyY Variables
Gl T, MyY Variables
G2 T, MyY Variables y Correlaciones

Considérese el punto 6 de la Figura 2 el cual esta identificado por T2. De acuerdo a los resultados
mostrados anteriormente, se espera que en este punto fallen solo las correlaciones, area A, para lo cual

solo se requiere calcular los elementos condicionales.

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta la grafica de control combinada 7MY para monitorear y controlar
procesos multivariados. Su objetivo es incrementar la sensibilidad para detectar cualquier tipo y
magnitud de cambio en el vector de medias del proceso.

La grafica TMY identifica las sefiales fuera de control y al mismo tiempo proporciona informacion
sobre las condiciones generales del fuera de control. En otras palabras, se puede saber de antemano si la
sefial se debe a variables o correlaciones fuera de control lo cual ahorra tiempo y costo al evitar realizar
calculos innecesarios a través del método de descomposicion de Mason, Young y Tracy. En caso de que
la sefial se deba a variables fuera de control, solo se requiere determinar los elementos incondicionales. Si
la sefial se debe a correlaciones fuera de control, solo se requiere determinar los elementos condicionales.

El ARL de la grafica TMY indica que ésta responde mas rapidamente que cada una de las tres
graficas en forma individual. El uso de graficas de control combinadas como es el caso de la grafica
TMY, incrementa su sensibilidad pero desafortunadamente incrementa la tasa de sefiales fuera de control.
Sin embargo, cuando los costos por paros de lineas de produccion, defectos, retrabajos y garantias, son
prohibitivos, como en los ambientes de manufactura del sector automotriz, la grafica de control

combinada 7MY es una buena estrategia de monitoreo y control dimensional de los productos.
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