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RESUMEN

Debido a que el control de procesos multivariado clasico como lo es la gréafica T?de Hotelling, cuando el
supuesto de normalidad no se cumple, ha mostrado ineficiencia en la deteccion e identificacion de las
variables fuera de control. En este trabajo se presenta un sistema de control multivariado no paramétrico que
identifica la sefial fuera de control y determina la(s) variable(s) que la causa(n) (ya sea que se cumpla o no el
supuesto de normalidad), a través de una gréafica de contribuciones, la cual es la principal aportacion del
articulo. Una aplicacion en la industria automotriz se presenta en la seccion 3.

Palabras Claves: Grafica de comparacién de rangos, bootstrap, componentes principales graficas de

contribuciones

1. INTRODUCCION.

Cuando las caracteristicas de calidad de un
producto estan correlacionadas y se aplica el control
estadistico univariado, como lo es la gréfica de
control de medias y rangos, este detecta un gran
nimero de sefiales falsas que identifican al proceso
como fuera de control (Cook, 1998).

Dentro de los procedimientos de control
multivariado las graficas con mas investigacion y
aplicacion en la industria son (Stoumbos, 2000): La
grafica T? de Hotelling, la grafica de control
multivariada de sumas acumuladas (MCUSUM) y La
grafica de control multivariada exponencial con peso
promedio mévil (MEWMA). Siendo la grafica T2 de
Hotelling el procedimiento de control méas familiar
para monitorear vectores de medias de varias
caracteristicas de calidad correlacionadas en un

proceso  de  produccion  (AIAG,  2005).
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Lamentablemente, el supuesto bésico para su
implementacion, es que el conjunto de las
caracteristicas a controlar tienen un comportamiento
normal multivariado, supuesto que generalmente no
se cumple, por lo que no es razonable modelar el
comportamiento aleatorio de las caracteristicas de
calidad de interés mediante esta distribucion, ya que
conduce a un mal desempefio de las graficas
(Stoumbos, 2000).

Un enfoque de control no paramétrico para
los procesos multivariados, fue inicialmente
propuesto por Liu (1995), ella propone una carta de
control, llamada gréafica de comparacién de rangos (r
chart), basada en el concepto de profundidad de
datos. La figura 1, representa el esquema propuesto
por Liu (2000) para el control del proceso utilizando
lar chart.
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FIGURA 1. Esquema de monitoreo aplicando la grafica de comparacion de rangos.
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Una aplicacion reciente del esquema de
control propuesto por Liu es presentada por
Messaoud (2006), la aplicacion fue realizada en un
proceso de manufactura donde se controlan dos
variables correlacionadas que afectan la profundidad
de taladrado de un producto denominado BTA. En
este trabajo se resalta que es necesaria investigacion
encaminada a identificar las variables que causan
una sefal fuera de control en este tipo de gréficas.

Chakraborty (2001) y Stoumbous (2000)
mencionan que los métodos de control
multivariados no paramétricos  han sido poco
aplicados en la industria y enfatizan que no existen
métodos para interpretar las sefiales fuera de control
en términos de la identificacion de las variables
causantes de estas. Esto es particularmente cierto en
la industria automotriz (AIAG, 2005).

Por otra parte dentro de las investigaciones
en el campo del control multivariado, se ha
encontrado que cuando las variables a controlar no
pueden modelarse razonablemente mediante una
distribuciéon normal multivariada, las graficas de
control basadas en la profundidad de datos son mas
eficientes que las basadas en la T? de Hotelling y

multivariado, la eficiencia es similar (Liu, 1999 y
Zertuche, 2004). En este sentido, el principal aporte
del articulo, se centra en el desarrollo de un sistema
de control multivariado no paramétrico, basado en la
profundidad de Mahalanobis y en componentes
principales, que identifica cuando un proceso de
produccion estd fuera de control y determina las
variables causantes de esta anomalia. El sistema
propuesto, se aplica mediante un programa
computacional en Matlab 7.0, a un proceso de
produccion de la industria automotriz.

2. SISTEMA DE CONTROL MULTIVARIADO
NO PARAMETRICO

Para los objetivos del
trabajo X = (X, Xz,...,Xp) denota un p-vector

aleatorio que colecta las p caracteristicas de calidad a
controlar. El sistema que se propone se esquematiza
en la figura 2 y extiende al propuesto por Liu (2000)
figura 1, siendo la diferencia principal, que el
sistema propuesto realiza un andlisis para identificar
la variable o variables que son la causa de una sefial
de alarma en una gréafica de control multivariada

cuando  siguen un  comportamiento  normal | pasada en la comparacién de rangos.
Determinar Construccion de
las variables Construccion de unacgorrz:tfrlg;’:l de
para el una base P
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FIGURA 2. Esquema del sistema de control de procesos propuesto
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El  sistema mostrado en la figura 2, es
presentado como un procedimiento de pasos los
cuales se discuten a continuacion:

Paso 1: Determinar las variables para el
monitoreo del desempefio del proceso.-La
seleccion de las variables a controlar en todo proceso
de produccidn es hecha por el cliente. Generalmente
se envia a la empresa el disefio del producto con las
tolerancias de disefio. De estas, el personal de
ingenieria de calidad determina cuales son las
variables criticas; estas son las que hay que controlar
(Macgregor, 1995).

Paso 2. Seleccione una base historica de datos.-
Antes de construir un sistema de control es necesario
contar con datos de referencia, llamados base
histérica de datos, la cual esta constituida por
mediciones de caracteristicas que cumplen con los
requerimientos de calidad especificados por el
cliente (paso 1) (Macgregor, 1995).

Paso 3. A partir de la distribucion de referencia
construya una grafica de control basada en
rangos.-Uno de los principales pasos del sistema de
control es la aplicacién de un método multivariado
no paramétrico, entre los que se encuentran los
métodos de profundidad de datos. Estos empezaron
practicamente con el articulo de Liu (1992), siendo
esta, la primera aplicacion de la metodologia en el
control de calidad. El Unico requerimiento para usar

este método, es contar con una distribucion de
referencia denotada como F, la cual describe una
distribucion k ( k> 1) dimensional, en la practica esta
suposicion se traduce en contar con una muestra
Yy,...,Ym, llamada muestra de referencia de vectores k
dimensionales (Parelius, 1999).

La nocion de profundidad de datos se basa
en el hecho de que cualquier densidad de
probabilidades distingue entre puntos “centrales” y
“periféricos”. Una funcién de profundidad asigna a

k .
cada Y € R", un rango no negativo, el cual puede

interpretarse como su localizacién en la nube de
datos. Las profundidades mas grandes corresponden
al centro de la distribucidn, mientras que las mas
pequefias corresponden a regiones externas. Este
sistema de clasificacion por rangos es usado para
determinar si una observacion es diferente de
aquellas que conforman el conjunto original. Las
funciones de profundidad deben satisfacer un
nimero de propiedades (Zuo, 2000): invariante afin,
maximalidad al centro y desvanecimiento al infinito.
Existen funciones que cumplen con estas
propiedades, entre otras la profundidad de
Mahalanobis, la  profundidad simplicial y la
profundidad de Tukey. De estas la mas usada, quiza
debido a su facilidad de cdmputo e interpretacion, es
la profundidad de Mahalanobis denotada por
MDk(y), y definida como (Liu, 1993):

1

MDe (y) =

Donde, i es el vector de medias y 2;1

[ (Y= )Y (Y = a4e)]

es la matriz de covarianzas de

(1)

la distribucién de

referencia F. Si los pardmetros de la distribucién de referencia no son conocidos, la version muestral de la

profundidad de Mahalanobis dada por la ecuacion (2) es:

1

MDe,, (y) =

Donde Y es el vector de medias
muestrales de los datos Y,...,Yn ¥ S es la matriz de
covarianzas de la muestra de referencia F,. Para
construir una grafica de control basada en la
profundidad de Mahalanobis, llamada comdnmente
grafica de clasificacion por rangos (o r-chart en el
idioma inglés), primero se debe determinar que F
sera la distribucion de referencia y G la distribucién
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[L+(y-Y)'S™(y-Y)]

(2)

de monitoreo las cuales a su vez seran distribuciones
continuas. Una vez determinadas las distribuciones
Fn vy G, se calculan la matriz de covarianzas y el
vector de medias de los datos que contiene F, para
de esta manera, obtener la profundidad de todos los
datos de las variables contempladas en F, por medio
de la ecuacion (2) denotando las profundidades
obtenidas como MDgy(y;) i=1,2..m. Estas
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profundidades son colocadas en orden ascendente y
se utiliza yy; para denotar el valor de la muestra
asociada con el j-ésimo valor de profundidad, siendo
de esta manera que Ypj, Ypz ... Y[ Son los ordenes
estadisticos de Fp,.

Después de obtener los ordenes estadisticos
se obtienen nuevas observaciones X, X,, ... de las

variables que forman la distribucién G, para cada X;

~ #{Yj ‘MDFm(yj) <MD

se obtiene su profundidad aplicando la ecuacion (2),
utilizando para ello el vector de medias y la matriz
de covarianzas de F, y denotando las profundidades

obtenidas mediante MD¢ (X) i=1.2,...,. Para cada

nuevo vector de observaciones de la distribucion G
se calcula el estadistico de clasificacion por rangos,

r(-), mediante:

(%), j =1,...,m}

r(x)=

m+1

Donde r(x) es el i-ésimo estadistico de
clasificacion estimado correspondiente al i-ésimo
vector de observaciones de la distribucion G, donde
y; es el j-ésimo valor del orden estadistico que se
cumple cuando la MDgn(y;) (profundidad de datos
de la distribucion de referencia) es menor o igual a
MDgn(x;) (profundidad de datos del i-ésimo vector
de la distribucién de monitoreo). El estadistico se
obtiene al dividir el valor resultante del y; entre el
tamafio de muestra de la distribuciéon de referencia
mas uno (m+1). Al obtener los estadisticos de
clasificacion por rangos de cada x;, estos se grafican
contra el tiempo, con un limite central de control
CL=0.5 y un limite inferior de control LIC=aq,
donde o es llamada la proporcion de alarma con un
valor comun de aplicacién de 0.05, siendo la grafica
resultante llamada de clasificacion de rangos, donde
se visualizara que si r(x;) se grafica por debajo del
LIC, entonces la observacion X; se declara fuera de
control, siendo esta anomalia una sefial de alerta

para los ingenieros del proceso. La gréfica de
clasificacion por rango, contrasta a su vez
sucesivamente las hipotesis:

Ho: La nueva observaciéon tienen la misma

distribucion que la distribucidn de referencia.

Ha: Existe un cambio en la ubicacidn o dispersion de
la distribucién de la nueva observacién con respecto
a la distribucion de referencia.

Donde si X; <« (0.05) Ho es rechazada y
se llega a la conclusion de que se detecta un
deterioro en la calidad del producto y se estd
presentando un cambio en la ubicacion o dispersién
de la nueva observacion con respecto a Fy,.

Paso 4. Monitoree el proceso.-Para cada producto
terminado, obtenga las mediciones de las

caracteristicas de calidad determinadas en el paso 1y
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alimente al sistema con ellas. El sistema mostrard
una gréafica, llamada grafica de control de
comparacion de rangos, como la mostrada en la
figura 4 de la seccién 3.

Paso 5. Si el proceso esta bajo control, continte
monitoreando, de otra forma tome acciones
correctivas (Paso 6).-Cuando un producto
terminado cumple con las especificaciones de
calidad determinadas por las observaciones en la
base histérica de datos el proceso se declara bajo
control, de otra forma, el sistema dara una sefial de
alarma, la cual se manifiesta como una observacion
bajo la linea punteada en la carta de control
(observaciones 6, 10 y 17 de la figura 4.).

Cuando exista una sefial de alarma en la
grafica de comparacién de rangos, se debera de
realizar, una grafica de contribuciones (la cual es la
principal contribucién del sistema propuesto). Para la
realizacion de la grafica de contribuciones uno de los
pasos es realizar un analisis de  componentes
principales de la distribucion de referencia la
principal ventaja de este andlisis es la reduccion de la
dimensionalidad. Utilizando el método de extraccion
promedio (Jackson, 1991) se pueden escoger los
componentes principales mas importantes, dado que
los primeros dos o tres componentes principales
usualmente explican la mayoria de la variabilidad en
un proceso, pueden ser usados para propdsitos de
interpretacion en lugar de todo el conjunto de
variables. Es obvio que el uso de las primeras d
componentes principales excluye informacién, pero
debido a la correlacion entre las variables, las
primeras d componentes contienen gran informacion
de la variabilidad del proceso (Jackson, 1991).

La tipica forma de un modelo de
componentes principales (PCA) es la siguiente:
Z=uy Xy + UyXp + UgXs + ...+ upXp. Donde Z, es

Afo 4, No 21



la k componente principal, (Ui, Ug, Usk..., Upk) €S el
correspondiente  eigenvector del componente k y
X1,..., Xp son las variables del proceso. Uno de los
resultados méas importantes para la realizacion de las

Y = Uy X, + Uy X, + Uy, Xq +o. UG X,

Donde Y,; representa la contribucién del i-
ésimo vector de observaciones en el k-ésimo
componente principal. Hay que hacer notar que el
calculo de las contribuciones de las variables elimina
la critica que existe hacia componentes principales,
por lo dificil de su interpretacién, ya que en forma
grafica mostrara la influencia de las variables en una
sefial fuera de control, lo cual serd muy practico en
su aplicacion dentro del ramo industrial.

(Ugg + Uy +.

AUy ) %

graficas de contribucién utilizando componentes
principales es la obtencién de la contribucion del
vector x; en el componente principal k por medio de
la ecuacion dada en (4).

(4)

Después de realizar un analisis de
componentes principales, se realiza el célculo de las
proporciones para todas las variables de la
distribucion de referencia, utilizando la ecuacion (5).
Debido a que se seleccionaron d < p componentes
principales basado en el método de extraccion
promedio (Jackson, 1991), el método de control
propuesto en este caso esta basado en proporciones
de la forma.

kK Y, +Y, +

Donde xy; es el i-ésimo valor de la variable
Xy bajo observacion, Yji, j=1,...,d, es el escore del i-
ésimo vector de observaciones de las p variables bajo
observacion en el j-ésimo componente principal. En
esta proporcién el numerador corresponde a la suma
de contribuciones de la i-ésimo valor de variable X
en las primeras d componentes, mientras que en el
denominador es la suma de contribuciones de i-
ésimo vector de observaciones en las primeras d
componentes. Como se puede observar la
importancia de este paso es la de realizar el calculo
de cada una de las p variables en la sefial fuera de
control por medio de su contribucidn.

Una parte fundamental en el sistema
propuesto es la aplicacion del método bootstrap, este
método descansa en la analogia entre la muestra y la
poblacion de la cual la muestra es extraida. De
acuerdo a Davison (1997) dada una muestra con n
observaciones el estimador no paramétrico de
méaxima verosimilitud de la distribucién poblacional
es la funcién de densidad de probabilidad que asignha
una masa de probabilidad de 1/n a cada una de las
observaciones. La idea central es que muchas veces
puede ser mejor extraer conclusiones sobre las
caracteristicas de la poblacion estrictamente a partir
de la muestra que se maneja, que haciendo
asunciones quizas poco realistas sobre la poblacion.
El bootstrap implica remuestreo de los datos
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Yy

obtenidos en una muestra, con remplazamiento, para
generar una estimacion empirica de la distribucién
muestral completa de un estadistico.

La idea béasica del bootstrap es tratar la
muestra como si fuera la poblacién, y aplicar el
muestreo Montecarlo para generar una estimacion
empirica de la distribucion muestral del estadistico.
La verdadera estimacion Montecarlo requiere un
conocimiento total de la poblacion, pero por
supuesto este no esta generalmente disponible en la
investigacion aplicada.

El bootstrap supone que se tiene una
situacion, en la cual se quiere realizar un andlisis de
los datos de la siguiente forma: una muestra aleatoria
X=(X1, X2, ..., Xn ) de una distribucién de probabilidad
desconocida F ha sido observada, y se requiere
estimar un pardmetro de interés 6=t(F), basandose
en X. Los métodos bootstrap dependen de la nocion

de remuestreo. Dado que F es una distribucion
empirica, donde la probabilidad de cada uno de los
valores observados x;, i=1,2,...n es 1/n. Una
muestra bootstrap es definida como una muestra

aleatoria de tamafio n delineando a F, de tal
manera que:
Afo 4, No 21
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F o (6, X500 X7) (6)

La notacion inicial indica que x* no es el
actual conjunto de datos x, mas bien seria una
version de remuestreo de x. Es decir que los puntos

de datos bootstrap XI, X;,..., X: son una muestra

aleatoria de tamafio n obtenida con remplazamiento
de la poblacion de n objetos (X, X,,...,X,). En
consecuencia se puede tener

X =X X =X, X =X X, =X, ..., X, =X, . El conjunto
de datos bootstrap consiste de miembros  del
conjunto original de datos (X, X,,...,X,), donde

algunos no apareceran ninguna vez, otros una vez,
otros dos veces, etc. La aplicacion del método de
remuestreo bootstrap (Davison, 1997) se realiza a la
distribucion de referencia para obtener un
remuestreo de datos de las variables de F, vy
aplicando la ecuacién (5) se pueden calcular las
proporciones de la muestra de tamafio n con
reemplazo, las cuales simularian el comportamiento
poblacional de las proporciones de contribucion de
cada una de las variables bajo monitoreo, al obtener
un remuestreo de proporciones se puede determinar
el cuantil para @;=0.025 (/2) (Limite inferior de la
gréfica de contribucion) y el cuantil para «,=0.975
(1-a/2) (Limite superior de la grafica de
contribucion), estos cuantiles serviran de limite
inferior y superior de la gréafica de contribucion para
cada una de las variables bajo estudio.

Por Gltimo se calculan las proporciones
para todas las variables de la distribucion de
monitoreo, considerando el estudio de componentes

principales de F, y utilizando la ecuacion (5), dichas
proporciones se representan en la grafica de
contribuciones de cada una de las variables, donde
anteriormente ya estaban sefialados los limites de
control y de esta manera se podra observar si la
proporcion obtenida, cae dentro de los limites. Por
ejemplo para la observacién 6, se puede notar en la
figura 5 de la seccion 3 que las variables causantes
de la sefial de alarma es la variable 1.

Paso 6. Tomar acciones correctivas.- Si algin
producto es declarado fuera de control, una vez
ejecutado el paso 5, (se han identificado las variables
causantes de la anomalia), el responsable del proceso
de calidad debera ajustar el proceso conforme a su
manual de operacién. Una vez ajustado el proceso,
siga con el paso 4.

3.- APLICACION DEL
CONTROL PROPUESTO

En esta seccion se presentan los resultados
de la aplicacion del sistema propuesto en la seccion
2, a un proceso de manufactura en la industria
automotriz. El proceso esta disefiado para fabricar
convertidores de torque; un dispositivo que en los
vehiculos de transmision automatica, transfiere la
potencia que genera el motor a la caja de
transmisién. En la figura 3 se muestra una seccion
tranversal del convertidor de torque.

SISTEMA DE

FIGURA 3. Seccion transversal del convertidor de torque.

Como un primer paso en la implementacion
del sistema, los ingenieros de planta determinaron
controlar el proceso de ensamble del convertidor; las
caracteristicas de calidad consideradas fueron:
holgura interna (variable 1), altura de piloto a orejas
(variable 2) y paralelismo (variable 3). En seguida,
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se determind una distribucion de referencia de 100
mediciones provenientes de produccion controlada
bajo especificaciones de calidad. A partir de esta, se
calcularon los pardmetros necesarios para la
construccion de la carta de control. Con esto da
cumplimiento al paso 2.
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En el paso 3, usando los datos provenientes
del paso anterior, se determina que si X es el vector
observado cuyos elementos son las variables de
calidad de un articulo, tiene un rango menor que
0.05, el proceso se declarara fuera de control y bajo
control de otra forma. Por facilidad de exposicion,
los pasos 4, 5, y 6 se describiran simultdneamente.

Observacion 6

El proceso se monitorea al alimentar el
sistema con mediciones obtenidas de los productos
terminados y al aplicar los pasos 4 y 5 se obtienen a
través de MATLAB 7.0, la

gréfica de comparacion de rangos (figura 4) y la
grafica de proporciones (figura 5), mostrando la
evolucién del proceso con referencia a la base.

2 06
§% .
Ty

S 04-

H
2 0z}

FIGURA 4. Gréficar, para los datos del convertidor de torque.

Grafica (r) Puntos fuera de control= 3

Valor del estadistico de clasificacion por rangos

Observacion 6 Observacion 10

Mumero de Observacion

Observacién 17

FIGURA 5. Gréfica de contribuciones de las variables del proceso.

Se puede observar en la figura 4 que,
conforme a las mediciones de los primeros cinco
convertidores, el proceso estaba dentro de control.
Hubo cambios en el proceso tales que la observacion
seis provocé una sefial de alarma; mientras que en la
grafica de contribuciones (figura 5) se muestra que la
variable 1 fue la causante. Los ingenieros de control
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ajustaron el proceso y continuaron monitoreando; la
observacion 10 nuevamente dispara una sefial de
alarma, causada ahora por la variable 2; se reajusta el
proceso y después de seis observaciones se dispara
nuevamente la sefial de alarma; ahora debida a la
variable 3. Después de un nuevo ajuste, se puede
notar que el proceso estd controlado. Se encontr6
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que las sefiales de alerta efectivamente localizaron
productos fuera de control debido a las variables
determinadas por el sistema.

4, DISCUSION Y CONCLUSIONES

Actualmente en la industria existen normas
concretas para la aplicacion de métodos univariados
en el control de procesos. En afios recientes en la
industria automotriz se ha considerado la aplicacion
de cartas de control multivariadas basadas en el
estadistico T> de Hotelling, a pesar de que éste se
basa en la suposicion de normalidad, la cual como lo
enfatiza Liu, (1995), dificilmente puede sostenerse
en la mayoria de los casos. Asi, la principal
contribucion del articulo, como se mostré en la
seccion 2, el sistema de control multivariado no
paramétrico propuesto, a diferencia de la gréafica T°
de Hotelling, es capaz de detectar la sefial fuera de
control y determinar la(s) variable(s) causante(s) de
la sefial, ya sea que el conjunto de variables siga o0 no
un comportamiento normal multivariado, lo cual lo
hace maés eficiente que el control de procesos
paramétrico tradicional cuando su comportamiento
es no normal multivariado, y de eficiencia similar si
el comportamiento es normal multivariado.
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