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RESUMEN

Un procedimiento directo para la obtencidn de las derivadas de los eigenvalores y eigen-
vectores es implementado en un sistema de dos grados de libertad. Se realiza un anéli-
sis de sensibilidad del primer eigenvalor y de los elementos del primer eigenvector con
respecto a una de las rigideces como parametro de disefio. Los resultados se presentan
en graficos de malla que permiten observar su comportamiento como funciones de dos
variables.
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ABSTRACT

A direct procedure for obtaining the derivatives of the eigenvalues and eigenvectors is
implemented in two degrees of freedom system. A sensitivity analysis of the first eigen-
value and the first eigenvector elements is performed with respect to one of the stiffness
as design parameter. The results are presented in mesh graphs that allow observing their
behavior as functions of two variables.
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. INTRODUCCION

En ocasiones es deseable o necesario encontrar los efec-
tos de un cambio de pardmetro de disefio en la estabili-
dad y/o respuesta de un sistema mecanico. Esto ocurre,
por ejemplo, cuando un disefio no es satisfactorio y la
mejora se busca sobre una base clara y concreta, a veces
guiada por la logica mas endeble. Incrementar o dismi-
nuir el parametro y encontrar de nuevo la solucion puede
ser sensible a las dificultades numéricas inherentes, asi
como también costoso en tiempo de calculo. Es deseable,
entonces, tener disponible una herramienta precisa para
calcular directa y eficientemente los efectos de un cam-
bio de parametro en un disefio. Tal herramienta tiene
una amplia aplicacion para encontrar el gradiente de una
restriccion de tipo dindmico variable en funcion de los
parametros de disefo en un procedimiento de optimiza-
cion estructural. También es valiosa porque contribuye a
la comprension fisica y percepcion de un problema.

En [1] se muestran las ecuaciones para la obtencion de las
derivadas del eigenvalor y el eigenvector, sin embargo,
no se presenta un ejemplo de aplicacion de estas. En [2]
se exponen las ecuaciones para la obtencidn solo de las
derivadas de los eigenvectores en un caso numérico con
una matriz caracteristica que no es simétrica. Cardanni
y Mantegazza [3] presentan un procedimiento para la de-
terminacion de valores propios y derivadas de vectores
propios que surgen en el andlisis de aleteo y divergencia,
enfatizando en la aplicacion a los problemas de ambos
aspectos, ya que la idea basica del método unifica la de-
terminacion de una solucién y de sus derivadas en un
enfoque tinico. Murthy y Haftka [4], Lin y Ng [5] y Yong
[6] presentan un amplio estudio de algunos métodos
para el analisis de sensibilidad del problema de valores
propios algebraicos para matrices no hermitianas. Ahi
se establecen pautas generales para la seleccion del mé-
todo mas eficiente y se presentan casos numéricos, pero
no se muestran graficos de superficie donde se permita
observar los cambios con respecto a dos variables.

En el presente trabajo se utiliza la aproximacion directa
mostrada en 7] y [8] para la obtencion de las derivadas
de los eigenvalores y eigenvectores. Las soluciones se re-
presentan en graficos de malla que permiten observar el
comportamiento de los valores con respecto a cambios
en dos parametros de rigidez k; y k.

Esta representacion permite una mejor percepcion fisi-
ca'y comprension del problema.
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|l. METODOLOGIA

La metodologia del presente trabajo de investigacion
consiste en:

1. Definicion del problema del eigenvalor para siste-
mas mecdanicos discretos. Solucion del problema
del eigenvalor y eigenvectores a partir de condi-
cion de normalizacién de la matriz de masa.

2. Desarrollo de las ecuaciones que definen las deri-
vadas de la frecuencia y eigenvectores con respec-
to a un parametro de disefio.

3. Obtencioén de los graficos de malla.

4. Andlisis de los resultados y conclusiones.

A continuacidn se muestra el desarrollo de las ecuacio-
nes del presente trabajo de investigacion.

A. DERIVADAS DE LA FRECUENCIA'Y EIGENVECTORES
EN SISTEMAS ESTRUCTURALES DISCRETOS

El analisis de frecuencia natural para el caso de vibra-
cion libre no amortiguada de una estructura discretiza-
da consiste en encontrar una solucién al conjunto ho-
mogéneo de matrices de orden n.

{[K] - w/[MIX{y} = 0 j=12,.,n (1)

donde [K] es la matriz de rigidez, [M] = [Mj] + [M], [MJ]
y [M] son las matrices de masa estructural y no estruc-
tural, respectivamente. El eigenvalor w? es la frecuencia
circular asociada con el j-ésimo modo de vibracién. El
eigenvector {;} es normalizado frecuentemente con la

matriz de masa, como se muestra en la Ecuacion (2).
WM (W) =1 @)

El gradiente de la frecuencia circular con respecto a la
variable de disefio x; se puede obtener diferenciando la
Ecuacion (1), esto es:

iy} do?
(1K1 — o ) S 2y
i i (3)
diK] _ ,d[M]
=_( dx, Y dx, ){lpf}
P (dIK] L dIM]
w7 (G - )W) »
dx, WY M)
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donde {1} es el componente del modo de vibracién
asociado con el i-ésimo elemento. El gradiente del ei-
genvector se obtiene diferenciando la Ecuacién (2), lo
que resulta en lo siguiente:

) 1
dx, 2

d[M]

Wy ] Wy —— ) )

Para la obtencidn de las derivadas de los eigenvalores y
eigenvectores se puede usar la aproximacion directa, la
cual combina las Ecuaciones (4) y (5):

d{y}
m—@W1—W%ﬂ dx,
_{ll,j}T 0 dw?
dx.
_(d[K] e M ) ©
) i Y Tax W}
- 1 dM]
5 W ax v}

B. MODELO DE DOS MASAS Y TRES RESORTES

La Figura 1 muestra el sistema mecdnico presentado en
Haftka y Giirdal [7]. Es un sistema discreto con tres re-
sortes de rigideces ki, k; y k3, dos grados de libertad u;
y Uy, que son los desplazamientos horizontales de las
masas mp y ms.

‘ 1 ‘ 2
m, m,
A AN LAAA
k k
1 00 2 oo 3

Figura 1. Sistema mecdnico discreto de dos masas y tres resortes.

Las matrices de masa y rigidez se muestran a continua-
cidn.

0

m = ] )
k+k -k

[K] = [ 1—k2 2 k2+2k3] ®)

DOI: 10.20983/culcyt.2021.1.2.1

Cultura Cientifica y Tecnoldgica « Vol. 18, no. 1
P&gs. 1-6 « Enero-Abril 2021 CL/LO/T#

k, +k,- w’m, -k, {1/11}
-k k,+k,- w’m, | W,);

2
-{o
0
Igualando a cero el determinante se obtienen las fre-
cuencias:

)

-1 k1+2k2—k3—\/W] (10)
, _ 1 2 2
Wi k1+2k2-k3—«/m} (1)
-k +k 4k2 (k,— k,)?

it 3+\/2kz(173){¢1}1+{¢2}1=0 (12)
k +k - Jak? (k —k,)?

T gm0 )

2k

2

Ahora, haciendo uso de la condicion de normalizacion
mostrada en la Ecuacion (2), la ecuacién adicional para
el primer eigenvector resulta:
W} +{y) =1 (14)
El primer eigenvector se encuentra al solucionar los sis-
temas (12) y (14). Entonces, este se puede utilizar para

obtener las derivadas de las frecuencias y los eigenvec-
tores.

[Il. RESULTADQOS

Todos los resultados aqui mostrados son obtenidos uti-
lizando my = my; = m; = 1 kg, k3 =1 N/m y las variacio-
nes en las rigideces k; = 0,0.1,0.2, ..., 1y k, = 0.1, 0.2,
0.3, ..., 1. Se obtienen las derivadas de la frecuencia y
de los elementos del primer eigenvector con respecto al
parametro de disefo: la rigidez k;.

En la Figura 2 se muestra un grafico de malla con los
valores de los primeros eigenvalores correspondientes a
la frecuencia menor, como funcién de las rigideces k; y
k,. Ahi se observa que este primer eigenvalor crece con
pendiente positiva respecto a valores crecientes de k.
También se observa que los valores se mantienen cons-
tantes en ky = 1.
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En la Figura 3 se muestran las derivadas de la primera
frecuencia con respecto a la rigidez k; para distintas ri-
gideces ky y k,. Se observa que las derivadas tienden a
un valor constante de 0.5 para valores que se aproximan
a k1 = 1; la tasa de cambio crece para ambas rigideces a
medida que se aproxima a cero.

Figura 3. Derivadas del eigenvalor con respecto a cambios en la
rigidez T‘,‘é; para distintos valores de kq y k.

En la Figura 4 se muestran los valores del primer elemen-
to del eigenvector correspondiente a la frecuencia menor
para distintas rigideces k; y k. Nuevamente se observa
una tendencia hacia un valor constante de 0.7 para valo-
res que se aproximan a k; = 1. Los valores aumentan para
ambas rigideces a medida que se aproxima a cero.
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Figura 4. Primer elemento del eigenvector {11} para distintos va-
lores de kq v k.

En la Figura 5 se muestran las derivadas del primer ele-
mento del eigenvector con respecto a la rigidez k; para
distintas rigideces k; y k,. Se observa que las derivadas
tienen un valor que se mantiene cuasi constante en cero
en todo el plano, excepto cuando se acerca hacia la esqui-
nak; = 1yk; =0, donde se advierte un descenso drastico.

Figura 5. Derivadas del primer elemento del eigenvector con res-

. . d -
pecto a cambios en la rigidez {dl/;jl * para distintos valores de k; y k.

En la Figura 6 se muestran los valores del segundo ele-
mento del eigenvector correspondiente a la frecuencia
menor para distintas rigideces k; y k;. Nuevamente se
observa una tendencia hacia un valor constante de 0.7
para valores que se aproximan a k; = 1. Los valores dis-
minuyen para ambas rigideces a medida que se aproxi-
ma a cero.
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Figura 6. Segundo elemento del eigenvector {1,}; para distintos
valores de k1 y k».

En la Figura 7 se muestran las derivadas del segundo
elemento del eigenvector con respecto a la rigidez k;
para distintas rigideces k; y k,. Se observa que las deri-
vadas tienen un valor que crece drasticamente cuando
se acerca hacia la esquina k; = 1y k; = 0.

Figura 7. Derivadas del segundo elemento del eigenvector con res-
. T dfpah o
pecto a cambios en la rigidez =52~ para distintos valores de ky y k.

Para ki = k, = ki = k3 = 1 el valor de la frecuencia fun-
damental es w? = 1. Los valores permanecen constantes
para ki = 1 en las Figura 2, 4 y 6. Esto se debe a que al
ser iguales las rigideces k; y ks, el sistema tiene una si-
metria que produce frecuencias dobles asociadas a este
par, independientemente de los valores de k;. Esta si-
metria no se produce con valores k; = k3 ni con ky = k.

En general puede observarse que la primera frecuencia

es muy sensible a cambios en la rigidez k; y tal variacion
es dependiente de las demas rigideces.
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Acerca de los elementos del eigenvector {1}, y {¥2}1,
en los graficos se observa que si se desea una primera
forma modal con un desplazamiento menor en el grado
de libertad u, esto se consigue en los valores de rigidez
k; = 1, produciendo a su vez un desplazamiento maxi-
mo en el grado de libertad u;.

IV. CONCLUSIONES

Se presentaron las ecuaciones para obtener las frecuen-
cias de vibracion a partir de la formulacion del proble-
ma del eigenvalor en un sistema discreto con dos grados
de libertad.

Se obtuvieron los graficos de malla de la primera fre-
cuencia, sus correspondientes elementos del eigenvec-
tor y las derivadas de todos estos con respecto a la va-
riable de disefio k1. Se observo como la frecuencia doble
correspondiente a la igualdad en las rigideces ky = ks
anula el efecto de la rigidez k, en la primera frecuencia.

Se demostr6 también la relacion entre las rigideces y los
valores para obtener desplazamientos maximos y mini-
mos en cada grado de libertad en la forma modal de la
primera frecuencia.
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