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RESUMEN

El objetivo de este texto es introducir al lector en el tema de la Distancia de Mahalanobis y subrayar las
principales aplicaciones de este concepto estadistico que ayuda, de manera directa o indirecta, al acopio,
organizacion y analisis de datos numéricos y a la solucion de problemas de disefio de experimentos y toma de
decisiones. Como objetivo secundario, se hace un bosquejo de la vida y obra de este cientifico. Se lleva a cabo una
revision de la literatura para mostrar una serie de ejemplos de aplicacion que ilustran las contribuciones de P. Ch.
Mabhalanobis a diferentes areas del conocimiento y para destacar los momentos importantes de la vida de este
investigador. Se logra conjuntar en un solo documento tanto los principales descubrimientos como el esbozo de la
biografia del investigador. Se concluye que el enfoque estadistico de este intelectual ha posibilitado, en la actualidad,
el uso de su distancia a problemas en los que se busca conocer no solo la distancia entre las variables, sino su
correlacion, superando las limitaciones de la Distancia Euclidanea. Estas contribuciones, apoyadas en la busqueda de
aplicaciones practicas, reflejan en gran medida, las preocupaciones intelectuales, experiencias profesionales e
influencias familiares de Mahalanobis.
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1. INTRODUCCION carece de una vision integral de dichos
hallazgos.

En esta seccion se explica la importancia el
concepto de la Distancia de Mahalanobis y se
ofrecen ejemplos de aplicacion. Se destacan
aspectos relevantes de la vida del investigador,

. .« . 12
asociadas a su produccion intelectual.

1.2 Revision de la literatura

Prasanta Chandra Mahalanobis, quien
nacio el 29 de junio de 1893 y murio el 28 de
junio de 1972, fue un cientifico de la India que

1.1 Planteamiento del problema

La mayoria de los escritos relativos a la
Distancia de Mahalanobis ofrecen pocos
ejemplo de aplicacion, por lo que el lector
acaso tiene una vision general del impacto de
este concepto estadistico a diferentes areas del
conocimiento; de igual manera, los articulos
hacen poca referencia a la vida del autor
asociada a sus descubrimientos, por lo que se
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destaco en estadistica aplicada. Su padre,
Prabodh Chandra, fue un miembro activo del
movimiento religioso Bramho Samaj. Su
madre, Nirodbasin, perteneci6 a una familia de
gran tradicion académica. Mahalanobis se
gradud en fisica en 1912 por la Universidad
presidencial de Kolkata, y termin6 sus estudios
en el King’s College de Cambdridge, para
posteriormente volver a Calcuta. Fue conocido
popularmente como fisico por formacion,
estadistico por instinto y planeador por
conviccidon, ya que usé ideas sencillas para
desarrollar modelos econométricos en paises
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en vias de desarrollo. El avizor6 que la
estadistica, una ciencia nueva relacionada con
las mediciones, tenia un amplio potencial de
aplicaciones. Mahalabonis  desarrolld el
estadistico D%, conocido como o la “Distancia
de Mahalanobis” (Rao, 2005). Realiz6 trabajos
pioneros en el estudio de las variaciones
antropométricas en la India, fundo6 el Instituto
Indio de Estadistica, y contribuy6 al campo de
las encuestas a gran escala. Inspirado por la
revista cientifica Biometrika y por Acharya
Brajendranath Seal, empezd a trabajar en
estadistica analizando resultados de exdmenes

universitarios, medidas antropométricas de
anglo-indios de Calcuta y problemas
metereologicos. También  trabajo  como

meteredlogo durante algin tiempo. En 1924,
mientras trabajaba en la probabilidad de error
de los resultados de los experimentos en
agricultura, conoci6 a Ronald Fisher, con quien
establecio una amistad que se mantendria
durante toda su vida. También trabajé en
modelos  para  prevenir  inundaciones.
Mahalanobis llevo a cabo tres contribuciones
notables en técnicas de muestreo: proyectos
piloto, disefio de proyectos Optimos e
interpretacion de redes de muestras. Un
proyecto piloto suministra informacion basica
con relacion a costos operativos y la
incertidumbre de las variables de dicho
proyecto. La precision del muestreo depende,
de acuerdo con este investigador, de tres
aspectos: a) el tamafio 6ptimo de las unidades
de muestreo, b) el total de las unidades de
muestreo que deben usarse para obtener un
cierto grado de precision en los estimados
finales y c) la mejor manera de distribuir las
unidades de muestreo en los distritos, regiones
0 zonas cubiertas por el estudio (Rao, 2005).

Mahalanobis también promovid en su pais
técnicas de Control Estadistico de la Calidad e
Investigacion de Operaciones en el sector
industrial, para incrementar la productividad y
mejorar la  calidad de los bienes
manufacturados. Mahalanobis mostré interés
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por los logros culturales y fue secretario de
Rabindranath Tagore, particularmente durante
sus viajes al extranjero. Recibio el premio
Padma Vidhushan, uno de los premios mas
reputados de la India, por sus contribuciones a
la ciencia y sus servicios al pais. En sus
ultimos afios continu6 su labor investigadora y
desempetio los cargos de Secretario y Director
del Instituto Indio de Estadistica y Consejero
Honorifico de Estadistica del Gabinete de
Gobierno de la India. Obtuvo los siguientes
premios:

e Medalla Weldon de la Universidad de
Oxford (1944)

e Socio de la Royal Society, de Londres
(1945)

e Presidente Honorifico del Instituto
Internacional de Estadistica (1957)

e Padma Vibhushan (1968) (Wikipedia,
2008)

1.2.1 La Distancia de Mahalanobis

En estadistica, la Distancia de Mahalanobis
es una medida de distancia introducida por
Mahalanobis en 1936. Su utilidad radica en
que es una forma de determinar la similitud
entre dos variables aleatorias
multidimensionales. Se diferencia de la
distancia euclidea en que tiene en cuenta la
correlacion entre las variables aleatorias.

Para entender el concepto de la Distancia
de Mahalanobis, es necesario recurrir a varias
definiciones y descripciones de tipos de
variables, ya que se trata de encontrar las
correlaciones entre dichas variables.

1.2.2 Tipos de Variables

e Variable aleatoria: variable que
cuantifica los resultados de wun
experimento aleatorio. Variable que
toma diferentes valores como resultado
de un experimento aleatorio. Categoria
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cuantificable = que puede  tomar
diferentes valores cada vez que sucede
un experimento o suceso, el valor s6lo
se conocerd deterministamente una vez
acaecido el suceso. En estadistica y
teoria de la probabilidad, una variable
aleatoria se define como el resultado
numérico de un experimento aleatorio.
Matematicamente, es una aplicacion
X:Q—Rque da un valor
numérico, en el conjunto de los reales,
a cada suceso en el espacio Q de los
resultados posibles del experimento.
Dada una wvariable aleatoria X, Se
pueden calcular estimadores
estadisticos diferentes como la media
(media aritmética, media geométrica,
media ponderada) y el valor esperado y
la varianza de la distribucion de
probabilidad de X. Para ilustrar el
concepto de variable aleatoria se
presenta el siguiente ejemplo:

Variable aleatoria continua: variable
que toma un valor infinito de valores
no numerables. Variable aleatoria que
puede tomar cualquier valor dentro de
un intervalo dado de valores.

1.2.3 Otras definiciones

Distribucion de probabilidades: modelo
teorico que describe la forma en que
varian los resultados de un experimento
aleatorio. Lista de los resultados de un
experimento con las probabilidades que
se esperarian ver asociadas con cada
resultado.

Funcion de probabilidad: funciéon que
asigna probabilidades a cada uno de los
valores de wuna variable aleatoria
discreta.

Funcion de densidad de probabilidad:
funcion que mide la concentracion de
probabilidad alrededor de los valores de
una variable aleatoria continua.

Para ilustrar esta nocidén, suponga que
lanzamos dos monedas al aire; sea X la o
variable aleatoria que identifica el nlimero de
caras obtenidas en el lanzamiento.

Funcion de distribucion: funcién que
acumula probabilidades asociadas a una
variable aleatoria.

e Valor esperado 0 esperanza
matematica: operador matematico que
caracteriza la  posicion de la
distribucion de probabilidades. Media
ponderada de los resultados de un
experimento (Wikipedia, 2008).

X: Numero de caras obtenidas en el
lanzamiento.

Q = { cc, cs, sc, ss } (c identifica una
cara, s un sello)

Rx=1{0,1,2} (Recorrido de X)

Entonces, asociando a Omega con el

Recorrido de X, tenemos que: 1.2.4 Distancia

X:Q — Ry Se den’omina distancia a la. longitud del
e s 9 . camino mas cprto entre dos entldadeg. Desde
C.. S s — 1 un punto de vista formal, para un conjunto de

! 0 elementos X, se define distancia como
55 —

cualquier funcion binaria d(a,b) de & X X

e Variable aleatoria discreta: variable que | % 7 94€ verifique las siguientes condiciones:

toma un numero finito o infinito de
valores numerables.
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e No negatividad:
d(a,b) > 0Va,bc X

e Simetricidad:

d(a,b) = d(ba) Ya,b € X

e Desigualdad triangular:

d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) Ya,b,c € X

1.2.5 Distancia (geometria)

Se denomina distancia euclidea entre dos
puntos A(X1,Y1) y B(Xz,y2) a la longitud del
segmento de recta que tiene por extremos A 'y
B. Se expresa matematicamente como:

d= 1.!,-“#'[1“2 —11)% + (y2 — y1)?

La distancia entre un punto P y una recta R
es la longitud del camino mas corto que une el
punto P(X;,y;) con la recta R: Ax + By + C = 0.
Matematicamente se expresa como:

_ Ari + By +C

La distancia entre dos rectas paralelas es la
longitud del camino més corto entre una de
ellas y un punto cualquiera de la otra. La
distancia entre un punto P y un plano L es la
longitud del camino més corto entre el punto
P(x1,y1,21) y el plano L = Ax + By + Cz + D.
Matematicamente se expresa como:

d

_ Ary + By +Cz + D

d
VA2 + B2 4 C*

Formalmente, la distancia de Mahalanobis
entre dos variables aleatorias con la misma

distribucion de probabilidad Ty ¥ con matriz
de covarianza X se define como:
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dn(3,7) = /(2= §)T=HT - §).

1.2.6 Propiedades de la distancia de

Mahalanobis

La distancia de Mahalanobis cumple las
siguientes propiedades, necesarias para ser una
distancia:

e Semipositividad:

dla,b) > 0V%a,bc X
d(a,b) =0sia=05b

y ademas

Es decir, la distancia entre dos puntos de
las mismas coordenadas es cero, y si tienen
coordenadas distintas la distancia es positiva,
pero nunca negativa.

e Simetricidad:
d(a,b) = d(ba) Ya,b € X

Intuitivamente, la distancia ente @ y b es la
misma que entre b y a.

e Desigualdad triangular:

d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) Ya,b,c € X

(Wikipedia, 2008)
1.3 Objetivo

El objetivo de este documento es introducir
al lector en el tema de la Distancia de
Mahalanobis y destacar las principales
aplicaciones de este concepto estadistico que
ayuda, de manera directa o indirecta, al acopio,
organizacion y andlisis de datos numéricos y a
la solucion de problemas de disefio de
experimentos y toma de decisiones. Como
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objetivo secundario, se hace un bosquejo de la
vida y obra de este cientifico.

2. METODOLOGIA

Se lleva a cabo una revision de la literatura
para mostrar una serie de ejemplos de
aplicacion que ilustran las contribuciones de P.
Ch. Mahalanobis a diferentes 4reas del
conocimiento y para destacar los momentos
importantes de la vida de este investigador.

Para entender la utilidad de la distancia de
Mahalanobis, se puede considerar el siguiente
ejemplo practico: Un pescador quiere poder
medir la similitud entre dos salmones, porque
quiere clasificarlos en dos tipos para su venta y
poder asi vender los grandes mds caros. Para
cada salmén mide su anchura y su longitud.
Con estos datos construye un vector

T; = (115, T2;) para cada salmoén i.

La longitud de los salmones pescados es
una variable aleatoria que toma valores entre
50 y 100 cm, mientras que su anchura esta
entre 10 y 20 cm. Si el pescador usase la
distancia euclidea:

ry) = x!,f'fl”u —112)% 4+ (221 — T22)

O en notacidn vectorial:

d(7175) = \/(F1 — T

Al ser las diferencias de anchura menos
grandes que las de longitud, les estara dando
menos importancia. Por esta razon, el pescador
decide incorporar la estadistica de los datos a
la medida de distancia, ponderando segun su
varianza; las variables con menos varianza
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tendran mas importancia que las de mayor
varianza. De esta forma pretende igualar la
importancia de la anchura y la longitud en el
resultado final. La expresion quedaria:

dy(715) = ('fl”n—l“lz})z_l_('frzl—rzij

a0y

Donde o;j es la varianza de la componente i de
los vectores de medidas.

O en notacidn vectorial:

de(2103) = \/(F1 — To)TS7H(F) — T)

Donde S es una matriz diagonal cuyos
elementos en la diagonal S;i = ¢

Pero la expresion anterior tiene un
problema, y es que la longitud y anchura de los
salmones no son independientes; es decir, la
anchura depende en cierta forma de Ia
longitud, pues es mas probable que un salmén
largo sea también mas ancho. Para incorporar
la dependencia entre las dos variables, el
pescador puede sustituir la matriz diagonal S
por la matriz de covarianza X:

A (T102) =

V(@ = 2,)7E

1
I-.J

Que es la distancia de Mahalanobis (Pérez,
2007).

2.1 Otras aplicaciones de actualidad

2.1.1 Distancia generalizada de
Malahanobis para una mezcla de datos

Ledén y Carriere (2005), desarrollaron una
generalizacion de la distancia de Mahalanobis
para una mezcla de variables nominales,
ordinarias y continuas. Los autores parten del
supuesto de que la distancia estadistica entre

Afio 5, No 27

ey



poblaciones estd presente en muchas de las
técnicas de analisis multivariado, con variables
continuas. Sin embargo, tratindose de una
mezcla de variables discretas y continuas, no
existe un modelo de distancia estandar. Esta
distancia debe considerar, de acuerdo con los
autores, no soOlo los diferentes niveles de
medicion de las variables, sino los diversos
tipos de asociaciones entre las variables.

2.1.2 Método de monitoreo de la fatiga y
ruptura de herramientas de corte

Ji, et al (2002), desarrollaron un nuevo
método para obtener la distancia de
Mahalanobis aplicada a la fatiga y ruptura en
herramientas de corte en la industria, con base
en imagenes. Los autores establecen que, en
comparacion con la distancia Euclidiana, la de
Mahalanobis tiene una relacion no sélo con la
distribucion de cada componente del sistema o
conjunto, sino con la distribucion de los
pixeles de la imagen dentro de cada
componente de dicho conjunto. De acuerdo
con los autores, este método tiene una mayor
sensibilidad en la inspeccion de las
condiciones de abrasion en las herramientas,
en comparacion con los métodos tradicionales.

2.1.3 Un estudio de valores de parametro
para un clasificador fuzzy de la distancia de
Mahalanobis.

Deer y Eklund (2000) encontraron una
aplicacion en patrones de reconocimiento del
parametro fuzzy de particion C, en los pixeles
de iméagenes de sensores remotos. La adopcion
de la clasificacion fuzzy esta motivada por la
presencia de problemas de mezclas de pixeles
en imagenes de sensores remotos. Se han
encontrado muy buenas aplicaciones en la
industria forestal como los ejemplos que
abordan estos autores en su articulo.

2.1.4 Modelacion bioclimatica con énfasis
den la distancia de Mahalanobis
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Farberr y Kadmon (2003), introducen en
este articulo el concepto de la Distancia de
Mahalanobis a la modelacion bioclimatica.
Ellos afirman que la envolvente climatica
definida a través de la distancia de
Mahalanobis suministra predicciones mas
precisas de las distribuciones de especies
vivientes que las envolventes de los métodos
rectilineos tradicionales. Los autores sefialan
que un modelo predictivo que se ha aplicado
en varios estudios cientificos y para propositos
précticos, es el llamado Modelo de Envolvente
Climatico (MEC). Sin embargo, el uso del
MEC tiene las siguientes limitaciones: a) la
incapacidad para hacer frente a las
correlaciones e interacciones entre factores
climaticos; b)  asignacion de  igual
adecuabilidad en combinaciones climaticas
dentro de las fronteras de la envolvente
climatica y c) sensibilidad a los datos
extremos.

2.1.5 Ildentificacién de materiales por medio
de la distancia de Mahalanobis

En este articulo, Bacci et al (2004),
clasificaron muestras de prueba en el espacio
principal de los componentes de un espacio
maestral mediante el uso de la Distancia de
Mahalanobis. Lo anterior, en un estudio de
reluctancia espectroscopica en capas de
pintura.

216 EI
(SMT)

sistema Mahalanobis-Taguchi

El SMT incorpora los tres métodos
estratégicos del disefio de un sistema de
informacion. La primera estrategia introduce
solo una medida de escala en cualquier espacio
multidimensional, usando la DM a cualquier
subconjunto del espacio seleccionado como
uniforme y calcula la distancia de la norma con
relacion a la distancia de otros miembros. La
segunda estrategia consiste en utilizar la
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relacion Signal-to-Noise (SN) de la distancia,
con relacion al ntimero del espacio conocido
como valor real de la clasificacion real. La
tercera estrategia consiste en optimizar todos
los factores de la informacioén para mejorar la
relacion SN con un arreglo ortogonal. EI SMT
es una medida o herramienta de evaluacion que
se usa para reconocer un patron a partir de
datos multidimensionales. En el SMT, Ia
calidad de las mediciones se evalua con la
relacion SN (Taguchi, 2001).

3. DISCUSION

La distancia de Mahalanobis proporciona
un método muy poderoso para saber si un
determinado conjunto de condiciones similares
es en realidad un conjunto de condiciones
ideales, y es muy util para identificar qué
partes de un escenario son las mas parecidas a
las de un escenario “ideal”. Por ejemplo, en
Biologia se puede decir que un territorio
“ideal” es aquel que mejor se ajusta al nicho de
ciertas especies silvestres. A través de la
observaciéon, uno puede reconocer que las
especies silvestres se ubican dentro de un
rango de elevaciones, pendientes especificas o
de cierta densidad de vegetacion. Por medio de
la distancia de Mahalanobis se puede describir
cuantitativamente el territorio de un animal en
términos de cuan similar es a la elevacion,
pendiente, y densidad de vegetacion ideales
para dicho animal. Las distancias de
Mahalanobis se basan tanto en la media y
varianza de las variables predictoras, como en
la matriz de covarianza de todas las variables,
y por lo tanto utiliza como ventaja la
covarianza entre variables (Jenness, 2008).
Difiere de la distancia euclidiana en que toma
en consideracion la correlacion del conjunto de
datos en escala invariante, es decir que no
depende de una escala tnica de medidas como
lo es la edad, el peso y la altura (Data Mining,
2008). La distancia Euclidiana es insensible a
las variables correlacionadas. Tomemos como
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ejemplo un conjunto se cinco variables, donde
una sea copia fiel de otra. La copia es su
gemela 'y por tanto completamente
correlacionada. La distancia Euclidiana no
tiene manera de tomar en consideracion que la
copia no aporta informacion nueva y por tanto,
en los calculos, hard pesar mas esta variable
que las otras. En este articulo se logrd
conjuntar tanto los principales descubrimientos
como el esbozo de la biografia del
investigador. El enfoque estadistico de este
intelectual ha posibilitado, en la actualidad, el
uso de su distancia a problemas en los que se
busca conocer no so6lo la distancia entre las
variables, sino su correlacién, superando las
limitaciones de la Distancia Euclidanea. Estas
contribuciones, apoyadas en la busqueda de
aplicaciones practicas, reflejan en gran medida,
las preocupaciones intelectuales, experiencias
profesionales e influencias familiares de
Mahalanobis.
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