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CAMPOS CONSERVATIVOS EN UN ALGEBRA CONMUTATIVA
UNITARIA DE DIMENSION REAL 3.

Elifalet Lopez Gonzélez', Sergio Terrazas Porras?, Victor M. Carrillo S.2

RESUMEN. Consideremos un algebra A sobre el campo real, conmutativa unitaria de

dimension real 3. Damos una clase de funciones con dominio en Ay valores en A para las
cuales la integral de linea que no dependa del camino, sélo de los puntos finales, como el
teorema integral de Cauchy de variable compleja.

INTRODUCCION.

Un campo vectorial se le llama conservativo o campo gradiente si existen una
funcion con valores reales, la cual es llamada potencial, cuyo gradiente es ese campo
vectorial. La integral de linea de un campo conservativo a lo largo de cualquier camino
en una region depende solamente de los puntos finales del camino, ya que esta integral
de linea se calcula evaluando la funcién potencial correspondiente en los puntos inicial
y final del camino. Por esto se dice que la integral es independiente de los caminos. En
fisica, cuando un campo de fuerzas es conservativo en una region, se tiene que el
trabajo realizado para mover un cuerpo de un punto a otro no depende del camino en la
region. Las superficies de nivel de la funcion potencial se llaman superficies equi-
potenciales; el trabajo necesario para mover un cuerpo entre dos puntos en una misma
superficie equipotencial es cero (Mariden y Tromba, 1998).

El teorema de la integral de Cauchy en analisis complejo es un resultado muy impor-
tante acerca de las integrales de linea para funciones holomorfas en el plano complejo.
Esencialmente, dice que si dos diferentes caminos en una region conectan los mismos
dos puntos, y una funcion es holomorfa en la region, entonces las dos integrales de
linea de la funcion van a ser la misma. La Unica hipotesis necesaria para que la integral
de linea solo dependa de los puntos finales del camino es que la derivada compleja
exista en la region. Esto implica la formula integral de Cauchy, y se deduce que estas
funciones son infinitamente diferenciables (Ahlfors, 1979).

En este trabajo consideramos un algebra conmutativa unitaria A sobre el campo R de
dimension 3 para la cual se tiene, que para cada funcion f:Ul A® A que es N-

derivable (concepto que se dard mas adelante) en un conjunto abierto simplemente
conexo U, su integral de linea

b

0 f(x)dx= @ f(g(t)g '®)dt

L IT. UACJ. elgonzal@uacj.mx
2 1IT. UACJ. sterraza@uacj.mx
S 1IT. UACJ. vcarrill@uacj.mx

CULCYyT//Enero-Febrero, 2009 41 Afio 6, No 30



es independiente del camino, esto es, solo depende sobre g(b) y g(a), donde
f(g(t))g'(t) denota el producto de f(g(t)) y g'(t) enel &lgebra Ay g:[a,b]® A es
un camino rectificable (tiene longitud finita).

1. ALGEBRAS CONMUTATIVAS UNITARIAS.

A lo largo de este trabajo A denotara un algebra conmutativa unitaria sobre R,
esto es, A sera un espacio lineal sobre R con una multiplicacion bilineal conmutativa

(A:A” A® A (donde la imagen de (x)y) se escribe como xy) tal que la ley

asociativa se cumple: x(yz)= (xy)z, y existe un elemento el A Illamado elemento
unidad con la propiedad xe= x = ex, paratodo x,y,zT A.

Un elemento al A se le llama regular si existe un Gnico elemento a *T A llamado
inverso de a tal que aa "= a 'a= e. En este trabajo G(A) denotara al grupo de los

elementos regularesen A.Si yT G(A) el cociente x/y significara xy .

Ejemplo 1.1. Sea A el espacio R® con el producto entre los elementos de la base
canonica b = {e,e,,e,} dado en la siguiente tabla

producto e e, &

e e e, e,

e, e, —-2e,+2¢e, +¢, —€ +e,+6,
e, €, —€, +€, +6 —€, + 26,

y que se extiende al producto en R® dado por
(% y,2)(u,v,w)= (xe,, ye,, ze,)(ue,, ve,, we,)
= Xuege, + xvee, + Xwee, + yuee, + yve,e,
+ywe,e, + zuee, + Zve,e, + Xwe,e,
= (xu- 2yv- yw- zv- zw)e + (Xv- yu- zyv- yw+ zv)e,
+(zw+ zu+ yv+ yw+ zv+ zw)e,
con el cual A es un algebra conmutativa unitaria. Los elementos e, e,,e, son regulares
y sus inversos estan dados por

el_ ' = el
e2_ ' = e2
e, "= e,

En R®, como también se cumple en el caso general R", todas las normas son
equivalentes (Mariden y Hoffman, 1998), por lo tanto, para propdsitos de convergencia
podemos suponer que tenemos en A alguna norma, por ejemplo la norma Euclidiana
dada por
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1/2

[ y.2)|= (*+ y*+ 2°)

y que en términos del producto punto de R® se ve de la siguiente manera

[y, 2)|= (%, y,2)Xx, ¥, 2))"2.

2. DErRiVADA NEWTONIANA GENERALIZADA.

Sea A el élgepra del ejemplo 1.1y F:U ® A una funcién definida en un subcon-
junto abierto U 1 A. Si x, esun puntoen A para el cual el limite
(1) Li_m F(Xo+ h)' F(Xo)
h® 0,h1 G(A) h
paratodo hT G(A) existe, diremos que f es N-derivable en x,, y lo llamaremos
derivada Newtoniana de F en X,. Denotaremos a este por F '(x,), esto es,
F(Xo+ h)' F(Xo)
h®0hIG(A) h

Nos vamos a referir a este concepto como la derivada Newtoniana. Los limites dados
en esta definicion estan asociados a alguna norma sobre A, por ejemplo la norma

Euclidiana de R®,

Fy (%) =

Las funciones polinomiales con coeficientes en Ason ejemplos de funciones con
dominio en Ay valores en Alas cuales son N-derivables. Se puede dar una norma
sobre Acon la cual se puede ver que las funciones racionales, trigonométricas y
exponenciales son derivables y satisfacen las formulas usuales de diferenciacion.

3. LAs EcuacionEs DE CAUCHY-RIEMANN PARA LA DERIVADA NEWTONIANA.

Sean A el algebra del ejemplo 1.1, F:U® A una funcidon definida en un
subconjunto abierto U1 A y b = {e,e,,e,} la base canonica de A. Cada funcion

F:U® A puede ser escritacomo F = (F,F,,F,) donde F, :U ® j eslacomponente

de la funcién asociada con la base b para k=1,2,3, por eso F(x)= g ilek(x)ek . De

las correspondientes definiciones, si F es N-derivable en un conjunto abierto U,
entonces la derivada de Géteaux dF(x,,v) de F en x, en la direccion v va a existir

para cada vI G(A) y dF(x,,v)= F (x,)v, entonces, para v,wi G(A) tendremos
dF (X, V)V ' = dF (x,,w)w * esto es, dF(x,,v)w= dF(x,,w)v por lo tanto, calculando
la N-derivada en las direcciones e, y e; tenemos

o ﬂF 0 ﬂ
(2) &
4 ox 9 X, &
para i, j= 1,2,....n, donde 15 por que k,i=1,2,...,n son las derivadas parciales.

X
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Entonces como e, es regular tenemos que {ee” *,e,e; *,e,6” '} es una base de A para
cada i T {1,2,3}. Vamos a llamar al conjunto de todas las ecuaciones diferenciales

parciales obtenidas por las identidades (2) ecuaciones de Cauchy-Riemann para F ,
(las ecuaciones de Cauchy-Riemann clasicas se pueden ver en Ahlfor, op.cit.).

Ejemplo 3.1 Consideremos a R® como el algebra dada en el ejemplo 1.1. Sea
F:A® i * un campo N-derivable, donde Al j * es un subconjunto abierto. Entonces
F(x,y,2)= (R(xY,2),F(% Y, 2),F(x,y,2)), donde F,F, F,:Al j°® j . De (2)
obtenemos la igualdad para cualquier funcion F: AT j *® j * N-derivable

IF 1 IF, . TF

x Ty Mz
en las funciones componentes de F asociadas a la base candnica se tienen las
igualdades

1R, . TR

-1
e3

TR i IR ,n, IR, o, TF,

-1 ; -1 -1 -1
ﬂ—xel + ﬂ—xezel + ﬂx €, ﬂy €e, + Wezez + — 6,6,
F i F . F .
= 11-[ ! ele3 . + 1-[ 2 e2e3 ' + ﬂﬂ 3 e3e3 '
z z z

De donde se obtienen las ecuaciones de Cauchy-Riemann para F .

17 _ ,I1F, 1R, 1R,

(3)
1 x 1z 7z 7z
1F, _ TF

4 e _ 1T

4) o

©) 1F,_ TR IF,
x |4 1z

©) F _ 1R _TF,
fy 1z 1z

(7) LIS P R LS L
Ty 1z 1z 1z
TF TF

8 2 3= -1

®) Ty 1z

4. CAmMP0OS CONSERVATIVOS.

Se dice que un campo F:WI j *® j * definido en una region W (regién es un
abierto y simplemente conexo) es conservativo existe una funcion diferenciable,
llamada potencial, P:WI j *® j cuyo gradiente grad P = @{’%% coincide con el
campo F,i.e., F=gradP.
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Consideramos a j * como un &lgebra con el producto dado en el ejemplo 1.1. Si

g:[a,b}® i * esuncamino en unaregion Wen j *y F:WI j *® i *es un campo N-
derivable en W, entonces F (x,y,z)= F (x,y,2)e,+ F,(x,y,2)e, + F, (X, y,z)e, donde
F.F,F,:WI j*® j son las funciones componentes. Del producto dado en el
ejemplo 1.1 tenemos

Fo'tt) = (Fo.- 2F0,- Fg,- Fg,)e
+(Fo.+ Fg, + 2F,0, + Fg, + F,0;)e,
+(Ro,+ R0, + R, + Fg,+ Fg,+ 2F0, )e..
Usando el producto punto de  * podemos hacer la siguiente factorizacion para el pro-
ducto Fg'(t)
(9) Fg'()= (Hog'®)e + (H>0'®)e, + (Hy g '()es,
endonde, H,,H,,H,:UT j *® j *son campos dados por
H1: (Fl’- 2Fz' F3" Fz' Fa)
H2 = (FZ' I:1+ 2F2 + F3’ F2)
H3 = (Fs’ Fz + F3’ Fl + Fz + 2F3)'
Veremos que los campos H,, H,, H, son conservativos, esto es, sus rotaciones son las
funciones cero

Por lo que las integrales
6 Hl)dg’(\) H2 >dg!(\) He)dg
g g g
no dependen del camino (Mariden y Tromba, op.cit.), donde > denota el producto punto

de j ?.

Proposicion 4.1. Si  F=(F,F, F):W °®® j°® es una funciéon N-derivable,
entonces el campo

H1: (Fl'_ 2F2' Fs" Fz' Fs)
es conservativo.

Prueba. Tenemos que H, = (F,,- 2F,- F,,- F,- F,), entonces

el eZ e3

T L A

x fy 1z

Hll H12 H13

Donde H,, = F,H,,=- 2F,- F,,H,;= - F,, luego

13 _ 1IIH12_ 11 _ 1-[Hl3— + H12 ﬂ ge
E Ty 1z 5 E 12 Ix B B fx y 5
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Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas en el ejemplo (3.1) probaremos lo
siguiente

10) THy _ 1H,
Ty 1z
(11) M: TH.,
1z 1x
@) Ty _ TH,
Tx Ty

Utilizamos las ecuaciones (7), (8) de Cauchy-Riemann para obtener
fHs_ TR, 1F,
Ty Ty Ty
:_§ﬁ+2ﬂﬁ+ﬂﬁg ﬂﬁg
1z 1z 9z7% 22
_ TR TR _ fH,
9 9z Tz '

de esta manera probamos la igualdad (10).
Usando las ecuaciones (5), (6) de Cauchy-Riemann obtenemos
ﬂHB:_ﬂB_ﬂE
ix x  fix
__JF,_@ IR ,IR¢
{1z {1z 129

de esta manera obtenemos la ecuacion (11).
Por ultimo, de las ecuaciones (4), (5) y (6) de Cauchy-Riemann obtenemos

fx Ix fx

i 211F2_ TR ﬂFZQ_ R IR
1x z fz7 Yz 1z

TR _ TH,

Ty Ty

de esta manera probamos la igualdad (12).

Proposicion 4.2.  Si F=(F,F,,F):W j*® j® es una funcion N-derivable,
entonces el campo

H2 = (FZ’ Fl+ 2F2 + F3’ FZ)
es conservativo.

Prueba. Como H,= (F,,F + 2F,+ F,,F,) tenemos que H,, = F,,H,, = F + 2F, +
F,H,; = F,.Luego
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e1 e2 eS
N' H. = l l l
2 lIx Ty 1z
H21 H22 H23
- H23_ ﬂsz%el
fy z 7

ix 52 & qx

+§ﬂ1l]_|221_ ﬂstgo +§]sz_ ﬂHZlge

Ty 5°

Por lo tanto tenemos que verificar, utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas
en el ejemplo (3.1) , lo siguiente

(13)
(14)

(15)

TH, _ TH,,
fy

TH, _ TTH,,
1z
ﬂHZZ: TH,
> Ty

Utilizamos las ecuaciones (7) de Cauchy-Riemann para obtener

THy _ IF, _ 1R, ,IF, , 1F _ 1H,

x
de esta manera probamos |

Ty 1z
a igualdad (13).

9z

9z

Nz

Usando las ecuaciones (4) de Cauchy-Riemann obtenemos
THy _ TR, _ IR, _ TH,

de esta manera obtenemos

fx fx
la ecuacion (14).

7z

Nz

Por ultimo, de las ecuaciones (3), (4), (5) y (7) de Cauchy-Riemann obtenemos

de esta manera probamos |

Proposicion 4.3. Si
entonces el campo

es conservativo.

fH, _ 1R, ,IF,, IF,
fx fx Ix 9qx
:?ﬂﬁ+ﬂﬁ+ﬂa%2@59+ ﬂﬁ-ﬂﬁg
12 Tz 9z% B9zB B 9z 9z%
:ﬂF1+2ﬂF2+ﬂF3:ﬂF2:ﬂH21,
Mz 1z Tz Ty Ty

a igualdad (15).

H,= (R, F,+ R, R+ F,+ 2F).

F=(F,F,F):W i *® ;® es una funcién N-derivable,

Prueba. El campo H,esta dado por H, = (F,,F,+ F,,F, + F, + 2F,), entonces
Hy = K, Hy=F+ K Hy = R+ F+ 2F,.

Luego
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e € &
ST L N
ﬂx ﬂy 1z

H

Hs,

H - H33 T[HSZ_ 31 ﬂHgg_ H32_ ﬂH3lge

3 E - % =€,.
Ty 1z 5 1z fx 5" Ix Ty #

Por lo tanto tenemos que verificar, utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas
en el ejemplo (3.1) probaremos lo siguiente

(15) THy _ THy
Ty 1z

) THy _ IH,
1z Tx

(18) ﬂHsz - ﬂHSll
Tx Ty

Utilizamos las ecuaciones (6), (7) y (8) de Cauchy-Riemann para obtener
1TH33 ﬂFl ﬂ|:2_|_2T“:3
Ty ﬂy Ty Ty
1 TIFZQ TIFZ T“:SO 2 ﬂFlg
‘|]z 2% Eﬂz 1z ﬂzU 128
L TR _ H,
ﬂz 92 9z

de esta manera probamos la igualdad (16).
Usando las ecuaciones (3),(4) y (5) de Cauchy-Riemann obtenemos
fH, _ IR, 1F,, ,IF,
ix Ix qx fix
gzﬂl:l 1F, ﬂF30+ @FZQ 5 TF ‘HFZ'_C:')
72 9.5 6125 B 92 28
_ IR, _ TH,

Mz 1z
de esta manera obtenemos la ecuacion (17).
Por ultimo, de las ecuaciones (4), (5) y (8) de Cauchy-Riemann obtenemos
fH, _ 1R, TR,
fx Ix 1x
_@FRY & IR 1RO
" BIxF B 1z 1zB
1“:1 - TF - Hy
1z Ty Ty’

de esta manera probamos la igualdad (18).

CULCYyT//Enero-Febrero, 2009 48 Afio 6, No 30



En el caso complejo, si f:WI £ ® £ es una funcion holomorfa en la region W,
entonces

O f(2)dz= f(z)dz

a b
sia y b sondos caminos en W con los mismos puntos iniciales y finales, y f es
holomorfa en todos los puntos contenidos entre a y b, (ver [1]). En el siguiente
teorema obtendremos un resultado similar.

Teorema 4.1. Sea A el algebra de dimension 3 dada en el ejemplo (1.1) y
F:WI A® A una funcién N-derivable en una region W, entonces

O F(x)dx= ¢ H (x)>dx+ ) Hy(x)>xdx+ ¢ H,(x)>dx
g g g g
donde F(x)dx es el producto en el algebra Ay H,(x)>dx representa el producto punto

en i *parai=123, y H,H,,H,:Wi A® j ® son campos conservativos.

Prueba. Utilizando la ecuacion (9) tenemos que
O F(X)dx= g H (x)>xdx+ g H,(x)>xdx+ § H,(x)>dx.
g g g g
De las Proposiciones 4.1, 4.2 y 4.3 tenemos que los campos H,,H,,H, son

conservativos. [
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