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Aplicacion de las Sustituciones de
Descartes y Cardano para la Solucion de

Polinomios de Tercer y Cuarto Orden

Application of the Substitutions of Descartes and
Cardano for the Solution of Polynomials of the Third
and Fourth Order

J. A. Ramirez-Monares'

T Universidad Auténoma de Ciudad Judrez. RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es representar en un diagrama de Campbell el cambio en las frecuencias
naturales con respecto a la velocidad de rotacion Q de un rotor con 2 grados de libertad. Dichas frecuencias
naturales son la parte imaginaria de las raices del polinomio de cuarto orden. Estas se obtienen mediante
las sustituciones de Descartes y Cardano que reducen el orden de los polinomios con coeficientes escalares.
Con las sustituciones de Cardano, el término ctbico en un polinomio general de cuarto orden es eliminado
y el polinomio es reducido posteriormente a uno de orden 3. Con las sustituciones de Descartes, el término
cuadratico del polinomio general de orden 3 es eliminado y posteriormente el polinomio es reducido a uno
de grado 2, el cual es resuelto finalmente por la bien conocida férmula general. En el diagrama de Campbell
se aprecia el cambio en las raices con respecto a la velocidad de rotacién. Los métodos aqui presentados
para la obtencion de las raices no son un anélisis de estabilidad del sistema mecanico, sin embargo, simpli-
fican el esfuerzo de cdlculo para la obtencién de las mismas.

PALABRAS CLAVE: Sustituciones de Cardano; sustituciones de Descartes; solucion de polinomios; orden de polinomios.

ABSTRACT

The aim of this paper is to represent in a Campbell diagram the change in natural frequencies with respect
to the rotation speed Q of a rotor with 2 degrees of freedom. These natural frequencies are the imaginary
part of the roots of the fourth order polynomial. These are obtained through the substitutions of Des-
cartes and Cardano that reduce the order of the polynomials with scalar coefficients. For a general form
of fourth-order polynomial, by replacing Cardan the cubic term is eliminated and reduced to a general
polynomial of order 3. With the substitutions of Descartes, the quadratic terms of the polynomial of degree
3 is first eliminated, then reduces to a polynomial of degree two, which is finally solved by the well-known
general formula. The Campbell diagram shows the change in roots with respect to the speed of rotation. The
methods presented here for obtaining the roots are not an analysis of the stability of the mechanical system,
however, they simplify the calculation effort to obtain them.
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. INTRODUCCION

Existen diversas publicaciones en lo que se refiere a los
métodos analiticos de solucion de polinomios de cuar-
to orden con coeficientes reales. Alcala [!! presenta un
desarrollo detallado de las sustituciones hechas a un
polinomio de cuarto grado que no estd en su forma ge-
neral, es decir, carece de los términos cubico y cuadra-
tico. Esto, a diferencia de 12!, donde si se presenta el po-
linomio general de cuarto grado en su forma candnica,
aunque solo se reduce de orden mediante la sustitucion
de Descartes. Fathi et al. *! proponen lo que denomi-
nan “un método simple para resolver las ecuaciones
cuarticas’, que aqui es utilizado en las sustituciones 1y
2. En 1) se muestran diversos ejemplos de polinomios
resueltos con las sustituciones aqui presentadas.

La ventaja de utilizar estos métodos de solucion en
problemas de rotodinamica radica en que requiere un
menor esfuerzo de cdmputo en comparacion con la so-
lucion del problema del eigenvalor. Es aqui donde ra-
dica la importancia del presente método, ya que puede
simplificar el esfuerzo de célculo requerido al determi-
nar las raices de forma iterativa en un problema de op-
timizacion de vibraciones mecanicas.

|l. METODOLOGIA

Aqui se muestra una aplicacion de las sustituciones de
Cardano " para resolver polinomios de cuarto orden,
de acuerdo con ? en su forma candnica:

ax*+bx*+cx*+dx+e' =0 (1)

reduciéndolos de orden mediante sustituciones, como
se muestra en la Figura 1.

A. Sustitucion 1 del Polinomio de Cuarto Orden

El método de Descartes presentado en ! y *), denomi-
nado transformacién de Tschirnhaus en °), consiste en
hacer la sustitucién:

bl

.X':Z—Z (2)

en el polinomio de cuarto orden. De esta forma, el nue-
vo polinomio en términos de z esta dado por:
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2+ pZP+qz+r=0 (3)

donde los nuevos coeficientes estan definidos por:

. 3b”?
p=c- 3% @
" 3
q:d'—bTC+— (5)
b, b3
TEe T Y 6 T 256 ©)

En esta sustitucién desaparece el término cibico del
polinomio de cuarto orden.

Forma candnica

Sustitucion 1

Z+pZ+qz+r=0

Sustitucién 2

AP+ 2pA*+ (pP-4r)A-¢q’=0

Sustitucién 3

Z+pz+q =0

Sustitucién 4

Figura 1. Metodologia para la busqueda
de las raices.

B. Sustitucion 2 del Polinomio de Cuarto Orden

El método de Descartes presentado en [© consiste en
utilizar un polinomio de la forma:
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(ZZ+az+P)Z-az+7y)=0 (7)

cuya solucién en términos de z esta dada por:

2,5 (8)
Vol -4
7= 1 9)

para solucionar el polinomio mostrado en (1). De
acuerdo con Alcald [V y Stewart [/, el método de Des-
cartes consiste en igualarlo al polinomio mostrado en
(7), obteniéndose:

Z+(y+B-a)Z+aly-Pz+ Py

=zZ'+pP+qz+r (10)
lo cual conduce al sistema:
B+y-a’=p (11)
a(y-B)=q (12)
By=r (13)
De las ecuaciones (11) y (13) se obtienen:
_ 1 > 9
p=lpra-) 1)
_1 2. 9
y—z(p+oc+a) (15)

La solucion del sistema (11) y (13) conduce al polino-
mio siguiente:

a®+ 2pat + (p? - 4r)a® - g*=0 (16)
Al hacer uso de la sustitucién:
a?=A (17)
en (16), finalmente se tiene:
A+ 2pA*+ (pP-4rnA-q¢*=0 (18)

C. Sustitucion 3 del Polinomio de Tercer Orden

La ecuacidén (18) es un polinomio de tercer orden, la
cual es posible resolver mediante las sustituciones de
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Cardano presentadas en [, [ y 7], también denomina-
da transformacién de Tschirnhaus en . Este proce-
dimiento es para transformar polinomios de la forma:

AP+ aA*+bA+c=0 (19)
en nuevos polinomios sin el término cuadratico en tér-

minos de otra variable. Esto se logra con las sustitucio-
nes:

A=z- 3 (20)
2 o’
A2=z2—3a2+§ (21)
3 3 ,, @ a’
A’=272-az +3—z—2—7 (22)
lo cual resultan en:
. _ﬁ) 2, ab
z+(b 3 z+27a 3+c 0 (23)
Esta es una ecuacion de la forma:
Z2+pz+q'=0 (24)
donde:
aZ
p, = b - T (25)
2 ab
I=_ 3 o 2
q 27a 3 +c (26)

D. Sustitucion 4 del Polinomio de Tercer Orden

Para dar solucion a un polinomio de tercer grado como
el que se muestra en la ecuacion (24), se requiere hacer
uso de las sustituciones:

z=(u+v) (27)

Z2=u+ v+ 3uv(u +v) (28)

Al igualar los valores de z* en las ecuaciones (24) y
(28), se obtienen:
w+v+3uvz=-pz-q’ (29)
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3
z2+q'z—q——0

27" (30)

Para completar el binomio cuadrado perfecto en la
ecuacién (30), se tienen:

z2+q’z+q£=p—;+qTI2 (31)
S

Despejando a z de (32), queda:
z=% + ‘Z—; + qT,Z (33)

La ecuacidn (33) es conocida como la férmula de Car-
dano. Es importante analizar los posibles valores del
extremo derecho de la ecuacion (32). De acuerdo con
Abramowitz y Stegun (¢}, si el valor de estos términos es
mayor que cero, entonces existe una raiz real y un par
de raices complejas conjugadas; si es igual a cero todas
las raices son reales y al menos dos de ellas son iguales;
y si es menor que cero todas las raices son reales.

[1l. RESULTADOS
A. Descripcion del Modelo Mecanico

El siguiente caso es presentado por Lalanne y Ferra-
ris [, Considérese un sistema de referencia inercial R,
(X,Y,Z): el eje del rotor estd a lo largo del eje Y y una
velocidad de rotacion constante Q) , lo cual se muestra
en la Figura 2. Solo se usa un grado de libertad para los
desplazamientos en las direcciones X y Z. El rotor se
considera simplemente apoyado en ambos extremos y
estd constituido por lo siguiente:

+ una flecha simétrica de longitud L;

o un disco simétrico con una masa m situado en
y=1h

« un cojinete hidrodindmico con rigideces kyy, k,,,
rigideces cruzadas k,, k,, y amortiguamiento c,
situado en y = I,.

Las expresiones para los desplazamientos en las direc-
ciones X y Z son, respectivamente:
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u(y, 1) = f(y)q,(t) = fy)q,

Wy, 8) = f)a () = fy)a, G

donde ¢, y g» son coordenadas generalizadas indepen-
dientes. Al elegir una funcién de desplazamiento, se
tiene:

fly) = sen (%) (35)
VA
A
L
12 |
o w
— ] v

= X

I zx
i | %
Figura 2. Modelo del rotor.

Y al aplicar las ecuaciones de Lagrange, considerando
las energias cinética y potencial, se obtienen las ecua-
ciones de movimiento en estado estable del sistema
mecanico:

mg, —aQdg,+ cq, + k1‘11 + ku% =0

mg,+aQq +cq, +kq, +k,q,=0 (36)

donde a es una constante relacionada con la geometria
de la flecha. Las soluciones al movimiento en estado
estable se pueden consideran como

(37)

Al sustituir (37) en (36), resulta en el sistema de ecua-
ciones homogéneo:

mr*+cr+k, = -aQr+k,|[Q,]

aQr +k,, mr*+cr+k || Q,

01 (38)

0_
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cuya solucidn trivial no es de interés. Las soluciones no
triviales estdn asociadas con los valores que convierten
en cero el determinante de la matriz.

La expansion del determinante de dicha matriz resulta
en el polinomio caracteristico:
a*?y

’

2
r4+2—cr3+(&+& +C—2+—r
m m m m m

[ck1 ck
+ =+ (39)

a
2
—+ —(k,,- k,)Q|r
7’}12 m2 1’}12 21 12
kk, -k k

I 12721 _

mZ
cuyas raices son las frecuencias naturales del sistema

mecanico.
B. Valores Numéricos

En esta seccion se asignan los valores numéricos k,, =
2x10° N/m, k,, = 5x10° N/m, k,, = —k,, = 4x10* N/m,
Cx= €= 10> N/m/s en el polinomio caracteristico (39)
y se emplean las sustituciones de Descartes y Cardano
para representar en un diagrama de Campbell el cam-
bio en las frecuencias naturales con respecto a la fre-
cuencia de rotacion Q (rad/s) del rotor con 2 grados de
libertad. El polinomio caracteristico queda:

r*+10.497° + (2.04x10° + 4.034x1072Q%)7r2

0 _ (40)
+ (1.07 - 843Q)r + 1.034x10'° =0

Este polinomio esta en la forma de la ecuacién (1), de
donde se identifican los coeficientes:

a=1

b’ =10.49

¢’ =204000 + 0.040340)? (41)
d =1.07 - 843Q)

e’ =1.034x10"

y los nuevos coeficientes definidos por las ecuaciones

(4) a (6):

p =203958.73 + 0.04034Q)*
q =-1.06x10°- 843Q) - 0.211Q)*
r=1.034x10" + 2210.767Q) + 0.2274Q)

(42)

Utilizando las sustituciones mencionadas en las sec-
ciones anteriores para la reducciéon de orden de los
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polinomios, se obtienen las raices del polinomio (40).
En la Figura 3 se muestra el diagrama de Campbell
obtenido.
701
65+
60

‘N 55¢
an)

~—

50
45¢
40+

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4
Q rpm x 1000

Figura 3. Diagrama de Campbell.

IV. CONCLUSIONES

Se utilizaron las sustituciones de Cardano y Descartes
para resolver un polinomio de cuarto grado cuyos coefi-
cientes de los términos cuadrético y lineal dependen de
la variable Q). También, se presentaron la parte imagina-
ria de las raices del polinomio como funcién de Q en el
diagrama de Campbell. De esta forma queda demostra-
do el método aqui presentado para la solucion del poli-
nomio caracteristico de cuarto orden, involucrando la
velocidad de giro del rotor.

En su trabajo, Lalanne y Ferraris [ analizan el mismo
polinomio con el criterio de Routh-Hurwitz, con el pro-
posito de evaluar la estabilidad, la cual depende de los
cambios de signo en la parte real de las raices del poli-
nomio caracteristico. En el presente trabajo no se realiza
un analisis de estabilidad, sino que se enfoca en el calcu-
lo de las raices en si mismo. A pesar de esto, las sustitu-
ciones aqui presentadas pueden ser utiles para analizar
probables cambios de signo en la parte real de las raices
del polinomio caracteristico.

En cuanto al esfuerzo de computo para el célculo de las
raices en el intervalo de valores de (), el método aqui
presentado requiere un tiempo de calculo menor que la
solucién mediante el eigenvalor para cada valor de Q.

Las sustituciones aqui presentadas pueden ser linea de
partida para problemas de optimizacién en el campo
de vibraciones mecanicas, donde es frecuente encon-
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trar criterios de optimizacién basados en la separacion
de las frecuencias naturales, parte imaginaria de las rai-
ces, dentro de un rango de velocidades Q.

Es importante mencionar también que los métodos
aqui presentados para polinomios de tercer y cuarto
orden restringen su aplicacion a problemas de vibra-
ciones mecanicas con maximo 2 grados de libertad, ya
que un sistema vibratorio con mas grados de libertad
involucra un polinomio de mayor orden.
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