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Resumen
La bioadsorcion dinamica en columnas de lechodijo biomasas naturales ha adquirido
gran importancia en la separacion y recuperaciGcodgonentes de mezclas acuosas. Una
etapa fundamental en el disefio de estos sistemagpdgacion es la modelacion de la
transferencia de masa. El presente trabajo fundanampliamente y muestra de manera
detallada una metodologia rapida para la solucidnénica de las ecuaciones en derivadas
parciales que describe el proceso de transferelecraasa y modelan el complejo proceso
de bioadsorcién del Cr(VI) mediante la aplicacioa dolumnas de lecho fijo. La
metodologia descrita se basa en la transforma@dasdecuaciones originales del tiempo-
dominio en el dominio de Laplace, donde se llevaabho la integracion numérica y
posterior transformacion inversa numérica de laigoh final. Los resultados obtenidos
mediante el modelo generado mediante esta técniestran una gran similitud con los
resultados experimentales. Lo que valida la aplicadel modelo propuesto.

Palabras clave:Modelacion, transferencia de masa, bioadsorciofy/I§; transformadas
de Laplace

Introduccion de lodos de aguas negras o de fertilizantes
Algunos suelos y aguas de ciertas zongs con diferentes concentraciones del cromo,
de la Republica Mexicana, principalmentg en algunas practicas agronémicas, son

localizadas en los estados de Guanajuatp, otros de los factores contribuyentes a la

O

Zacatecas y Chihuahua, se caracterizgn contaminacion ambiental por este metal.
por los altos niveles de cromo originados El cromo se encuentra presente en

\°Z}

en las actividades mineras y algunas agua y suelo principalmente en dos

industrias tales como produccion dg formas de oxidacion: Cr(lll) o Cr(VI),

acero, cemento y curtido de pieles. El usp pero también puede encontrarse como
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oxido de cromo, sulfato de cromo,
trioxido de cromo, acido crémico y
dicromato (Zouboulis et al., 1995). En
presencia de la materia organica, €
Cr(VI) presente en aguas y suelos e
reducido por reaccién quimica a Cr(lll);
sin embargo, las altas concentracione
del metal en estado hexavalente, Cr(VI
pueden sobrepasar esta capacidad ¢
reduccion a Cr(lll), lo que impediria su
adecuada eliminacion (Cervantes et al
2001).

Pese a que el cromo es un
elemento esencial para hombres
animales, niveles elevados de este met
(15 mg en agua de rios y 0.10 mg /L er
agua potable) resultan toxicos en esto
seres vivos. Particularmente, el Cr(VI)
tiene efectos carcinogénicos en animale
(Losi et. al.,, 1994) y mutagénicos en
humanos y bacterias (Viti et. al., 2003).
El Cr(VI), se encuentra en solucion comg
CrO,* (Cotton y Wilkinson, 1980), puede
removérsele  por  reduccién, por
precipitaciébn quimica, por adsorcion y
por intercambio i6nico (Cervantes et al.
2001). Actualmente, el proceso mas
utilizado es la adicion de un agente
reductor que convierta el Cr(VI) a Cr(lll),

posteriormente se le precipita con

UJ

[72)

e

N
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soluciones basicas a Cr(QHCampos et
al., 1995).

Se ha estudiado el uso de
metodologias  alternativas, como la
reduccion de Cr(VI) a Cr(lll) por
Pseudomonas sp (McLean y Beveridge,
1991), Desulfobrivio  desulfuricans
(Mabbett et. al. 2004)Candida maltosa
(Ramirez-Ramirez et. al. 2004), la
recuperacion de Cr(VI) por lirio acuatico
(Alvarez, et. al., 2004). Una alternativa
novedosa y para el tratamiento de
efluentes contaminados con Cr(VI) es la
bioadsorcion, algunos ejemplos del uso
de esta técnica son el uso de biomasas
fungicas (Acosta et.al., 2004) y agave
lechuguilla  (Romero-Gonzalez et.al.
2006).

Bioadsorcion

La bioadsorcion es un proceso donde un
sélido se utliza para eliminar una
sustancia soluble del agua y la
bioadsorcion es una tecnologia alternativa
para remover los metales pesados de las
soluciones acuosas diluidas basadas en la
capacidad de una biomasa de acumular en
sus tejidos inertes los agentes
contaminadores a través de los
mecanismos tales como la micro-

precipitacion, la bioadsorcion fisica, el
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intercambio de iones en su superficie
Atkinson et al. 1998; Veglio y Beolchini,
1997; Volesky, 2001. Los adsorbentes
naturales usados generalmente e
estudios del biosorcién, incluyendo las
plantas naturales, las basuras agricolas,
industriales, son materiales inagotables
baratos y no toxicos ni peligrosos.
Ademas estos materiales pueden se
selectivos y especificos para la remocioj
metales toxicos de efluentes industriale
acuosos. Debido a los peligros para I
salud del Cr(VI), los estudios humerosog
referentes a su
acuosas se han realizado usando biomas
tales como el aserrin Garg, 2004 vy I3
cascara del arroz Bishnoi, 2004. Algunog
estudios han considerado la bioadsorcio
y la reduccion del Cr(VI) por la misma
biomasa Kratochvil et al. 1998; Gardea-
Torresdey et al. 2000 sin embargo, estg
estudios no han analizado el efecto de |
reducciéon del Cr(VI) al Cr(lll) sobre el

proceso de la bioadsorcion.

Descripcion del proceso de

bioadsorcion

El agua contaminada es bombeada dent

de una columna que contiene el filtro

retiro de soluciones

=]
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elaborado con la biomasa seleccionada,
esta agua deja la columna a través de un
sistema de drenaje en el fondo de la
columna. La capacidad de bioadsorcion
de la columna depende de las condiciones
de operacién y de la naturaleza de las
sustancias. El agua pasa a través de la
columna constantemente, con lo que
produce una acumulacion de sustancias
en el filtro al paso del tiempo, la

concentracion del soluto contaminante se
va concentrando en la superficie de las
particulas del filtro al paso del tiempo

hasta que el empaque se satura y la
concentracion con la que entra el soluto
en la parte inicial de la columna (filtro)

sera igual a la concentracion de salida. La
parte mas importante que debe modelarse
de

Transferencia de Masa (MTZ), Figura 1.

matematicamente es la Zona

La zona de transferencia de masa
se va desplazando en funcion del tiempo
y la posible reaccion del soluto con la
del (ejemplo,
reduccion del Cr(VI); Cr(VI) a Cr(lll).

Ademas la capacidad de bioadsorcion del

biomasa adsorbente

empaque se va reduciendo hasta que se

satura totalmente. g/qr = 1., Figura 2.
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Figura 1. Descripcion de la operacién de una columna dadsiorcion.
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Figura 2. Capacidad de bioadsorcién de una columna de Fjohmara la remocion de un

soluto contaminante.
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Importancia del modelado de la
bioadsorcion

Varios de los retos y desafios importante

[

implicados en el uso adecuado de

proceso de bioadsorcion incluyen Ia

selectividad del bioadsorbente y el
desarrollo de un proceso continuo. Una
comprension mas profunda de log
mecanismos fisicos y quimicos que

funcionan en el la transferencia de masp

en el proceso de bioadsorcion del metg
podria facilitar la optimizacion de las
condiciones de funcionamiento y de lag
configuraciones de la del sistema dg
bioadsorcion Volesky, 2003. Los modelos

matematicos de tal proceso serian un

D

excelente herramienta para su adecuado

disefio, operacion y mantenimiento.
Ademas de favorecer su posible
escalacion a un nivel industrial. La

validacion modelo propuesto y su
solucion analitica se puede lograr por
de

diseflados. Es por ello que el desarrollar

experimentos laboratorio  bien

un modelo matematico para la

bioadsorcion de Cr(VI) que considere la

-

mayor cantidad de variables que afecta
la transferencia de masa en un procego
continuo en una columna de lecho fijo,
la

incluyendo reduccion quimica de

Cr(VI) a Cr(lll), resulta una excelente
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aplicacion de las matematicas. El presente
trabajo tiene el propdsito de modelar
de

transferencia de masa en columnas de

matematicamente el proceso
lecho fijo utilizadas para la bioadsorciéon

y reduccion quimica de Cr(VI).

Modelaciéon matemética de la
bioadsorcion

La bioadsorcién dinamica en columnas
empacadas con solidos porosos ha
la
de

componentes diluidos de mezclas fluidas.

adquirido gran importancia en

separacion y recuperacion
Una etapa fundamental en el disefio de
estos procesos es la modelacion del
sistema para el calculo de las curvas de
ruptura o respuestas dinamicas de las
columnas de bioadsorcion en un cambio
escalon en la entrada. Ruthven (1987) y
Ynag (1985) proporcionan revisiones
cuidadosas de las soluciones para las
curvas de ruptura de los diversos modelos
matematicos reportados en la referencia.
Rasmuson y Neretnieks (1980)
reportaron un modelo isotérmico que
incluye dispersion axial, resistencia
externa de pelicula a la transferencia de
masa, difusibn dentro de la particula
adsorbente y una isoterma lineal de

bioadsorcién. Durante la ultima década,
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ese modelo ha recibido considerablé
atencion en la referencia y, hasta ahora, §
han  propuesto cuatro algoritmos
diferentes para resolverlo: (a) Rasmuso
y Neretnieks (1980), usando las técnica
de la transformada de Laplace y de |4
transformada inversa en el dominio
complejo, obtuvieron una solucidn
semianalitica que requiere una ruting
eficiente para la integracion numérica dg
una integral infinita oscilatoria de lenta
convergencia. (b) Raghavan y Ruthver
(1983) usaron el método de colocacior
ortogonal para discretizar las dos
ecuaciones diferenciales parcialeg
parabdlicas acopladas del modelo
obtener un sistema de ecuacione
diferenciales ordinarias (EDO) de primer
orden, que resolvieron usando una rutin
de integracion estandar. (c) Brian ef
al.(1987) Propusieron el método de linea
para reducir ambas ecuaciones
diferenciales parciales a un sistemg
acoplado de EDO’s en el dominio del
tiempo, que integraron usando el Métodc
de Gear. Finalmente, (d) Chen y Hsu
(1987) emplearon un algoritmo basado e
la transformada rapida de Fourier paré
calcular las respuestas transiente
cromatogréficas del sistema, las cuale

deben ser integradas numéricamente pa

h

e

—

|7}

=

Uy

U)

[92)

fa
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obtener las curvas de ruptura del
adsorbedor.

Una vez revisadas y analizadas
estas alternativas se decidio desarrollar la
modelacion del proceso de transferencia
de masa en columnas de lecho fijo usando
transformadas de Laplace en la
bioadsorcion del Cr(VI), ya que resultaba
una opcién que permite identificar todas
las variables que se deseaban evaluar en
el proceso de bioadsorcién, especialmente
el considerar la reduccion quimica del
Cr(VI).

Aplicacion de la transformada de

Laplace en la modelacion de transporte

de solutos

Los métodos de transformacién son
ampliamente usados para la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales. La
seleccion de la apropiada transformacion
depende del tipo de las condiciones de
frontera y dominio del medio des finitas,
infinito o semiinfinito. Esta seccion
describe el uso de las transformadas de
Laplace, con énfasis sobre su rol en
resolver las ecuaciones diferenciales
parciales que frecuentemente se aplican

en la modelacion de transporte de solutos.
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Definicion de la transformada y su
inversa

La Transformada de Laplaces una

157

herramienta de gran alcance formulad;

D

para solucionar una variedad amplia d¢
La

estrategia es transformar las ecuaciones

problemas de la inicial-valor.
diferenciales dificiles en los problemas
simples del algebra donde las soluciones
pueden ser obtenidas facilmente
Entonces se aplica La Transformada
Inversa delaplace para recuperar las
soluciones de los problemas originales.
Es un procedimiento desarrollado

por el matemético y astronomo francés

Pierre Simon Marques de Laplace (1749

174

1827) que permite cambiar funciones de
la variable del tiempo t a una funcién de
la variable compleja s.
Las caracteristicas fundamentales de Ia
Transformada de Laplace son:
- Es un método operacional que
puede usarse para resolvel
ecuaciones diferenciales lineales.
senoidales,

« Las funciones

senoidales amortiguadas y
exponenciales se pueden convertif
en funciones algebraicas lineales
en la variable S.

- Sirve para reemplazar operaciones

como derivacion e integracion,
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por operaciones algebraicas en el
plano complejo de la variable S.
- Este método permite usar técnicas
gréficas para  predecir el
funcionamiento de un sistema sin
necesidad de resolver el sistema
de

correspondiente.

ecuaciones diferenciales

Esta transformada integral tiene una
serie de propiedades que la hacen util en
el andlisis de sistemas lineales. Una de las
ventajas mas significativas radica en que
la integracion y derivacion se convierten
en multiplicacion y division. Esto
transforma las ecuaciones diferenciales e
integrales en ecuaciones polinGmicas,
mucho mas faciles de resolver.

Otra aplicacion importante en los
sistemas lineales es el calculo de la sefial
de salida. Esta se puede calcular mediante
la convolucién de la respuesta impulsiva
del sistema con la sefial de entrada. La
realizacion de este célculo en el espacio
de Laplace convierte la convolucion en
una multiplicacion, habitualmente mas
sencilla.

Transformacion que a una funcion de
variable real f(t), definida en todo el
campo de los numeros reales, le hace

corresponder una nueva funcion L(f),
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llamada transformada de Laplace

definida por la expresion:

LfE]=Fls]=[ e fl)d (@

La Transformada de Laplace de
muchas funciones puede ser obtenida pc
directa integracion. Una extensa cantida
de tablas estan disponibles y pueden sg
consultadas para esos casos donde
integracion es muy compleja. Una lista
completa de estas tablas esta disponib
en manuales tales como el ds
Abramowitz y Stegun ,1964.

La Transformada Inversa es el
proceso de recobrar la funcion f(t) de Ig

transformada F(s) y es definida como:
—1 _ 1 e s
()= lFEl=5 [ Flesss @

Donde y es una constante positiva, y
j=v-1.

Un ejemplo de la gran utilidad de
las transformadas y sus inversas es ¢
aplicado al transporte de soluto pof
simple dispersion, cuya expresion se

define como:
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d%c

ox?

oc

= = 3

P 3)
Donde D es el efectivo coeficiente

de dispersion. Si nosotros consideramos

la dispersibn sobre las siguientes

condiciones de frontera y suponiendo una

fuente constante de flujo.

c(x,0)=0 (4)
c(eo,t)=0 (5)
c(0,t>0)=c, (6)

Definiendo c¢(x,s) como la transformada

de Laplace de c(x, t).

C=c(x,S) = Te‘s‘c(x,t)dt (7)

Y tomando la transformada de Laplace de

(3), nosotros obtenemos

2 _
9 f—Azc
1)

0 (8)

Donde A=,/s/D, de (4) nosotros

tenemos
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cc0,5)=0 ¢

c(0,s)= ?"

(9)

La ecuacion (8) es una ecuacion

diferencial de segundo orden con
coeficientes constantes y tiene una
solucion general.

E(X, S) = Ae_/]x + Be/‘>< (10)

Donde A y B son constantes
(independientes de x) que pueden se
determinadas por las condiciones finale
(8). Desde. > 0, la condicién para > «

requiere que B= 0.

La condicién parax = 0 nos daA =¢p /s

tal que

% expl- Ax)

c(x,s)= = (11)

La Inversa de la Transformada de Laplac

no da

c(xt)= coerfc{

X
2,/Dt } 42

Donde el error complementario (erfc) es

definido como:

=

D
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erfgz) =1--2 [ Ze-fzdfzé [ efds (13)

]TO

En matematicas, la funcién error
(también conocida como funcion error de
Gauss) es una funcion no-elemental que
se utiliza en el campo de la probabilidad,
la estadistica y las ecuaciones
diferenciales parciales. La funcion queda

definida por la expresion:

erf (x) = %T [ et (14)

La funcion error complementario,
llamada erfc, se define a partir de la
funcion error:

2

erfc(x) =1 erf (x):ﬁ ["evd (15)

Rol de las condiciones de frontera

La

claramente el flujo y la concentracion

importancia de identificar

mediante las condiciones de frontera han
sido enfatizados en varios estudios (Kraft
y Zuber, 1978; Parker y van Genuchten,
1984). Aqui nosotros examinamos como
la naturaleza de la solucion de la ecuacion
de adveccidon dispersion es influenciada

por los diferentes tipos condiciones de
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frontera. Solo pocos casos son descritgs
aqui, y los lectores son referidos a van
Genuchten and Aves (1982) para una mds
compleja lista de soluciones. Nosotrog

definimos la ecuacion gobernante como:

2
%:+V@: a_(Z: (16)
ot ox oX
Donde D expresa los efectos

combinados de la difusion molecular y g

dispersion mecéanica. En (16), c(x, t)

174

expresa el flujo o concentracion residente
esta seccion, nosotros principalmente
examinaremos varias de las soluciones
matematicas a diferentes condiciones dg
frontera.
Consideremos una  columna
empacada de longitud a lo largo del
movimiento promedio del agua.
Especificar alguna  particular
condicion a la salida x = L para el solutg
dificil. Es

imposicion de la

en movimiento  es
acostumbrado la
condicion de frontera a x s, y examinar

la solucion en x = L. La evaluacion de
c(L, t) en esta manera permite determinaf
ambos el flujo de la adveccion dispersior

mecanismos.
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Para una semiinfinita columna,
una simple entrada puede ser x= 0 es
impuesta como una condicioén de frontera
de primer tipo:

c(ot)=c, (17)

Donde ¢, podria ser la

concentracion del soluto en la fuente de
entrada. Ogata and Banks (1961) provee

la siguiente solucién para este caso como:

dx) :C;{erf@%gmx%\ﬁafg%g (18)

Se debe notar que la contribucion
del segundo término del lado derecho de
(18) es despreciable cuando xV/D es
grande (ejemplo para xV/D >500, el error
es menos del 3%)

Considerando un caso de una
infinita columna (0 < X < «) donde la
continuamente

masa del soluto es

inyectada en la columna en la

localizacion x = 0. Aqui otra vez,
nosotros interpretamos c(x, t) como una
concentracion residente y es expresada

como.

j:nc(x,t)dx =qct (19)
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En este caso debemos considergr
gue es constante el efecto advectivo en la
direccion de x, el efecto de la dispersion

esta distribuyendo masa de soluto e

—

ambas negativa y positivas direcciones.
Sauty (1980) presenta la solucién para

este caso como:

dxt)=2{ X_th ol X+th (20)

Cabe sefalar que en (18) y (20). tiene |

je))

misma solucion para valores grandes d
xV/D

(1]

Las condiciones de un flujo muy
bien mezclado corriente a bajo en una
columna es presentado por Cauchy (p
tercer tipo) condiciones de frontera para
una concentracion residente c(x, t)

dc
qc, = [qc ~ D &} | o (21)

Luego el flujo del soluto corriente
debajo de vida solamente a la adveccion

esta determinandose. Lindstrom et all
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(1967) provee la solucién para este caso

como:

X_Vt)?
4Dt

bl (22)

it
clxt =%
(1+V—;+V—|Dt]exr{v—;jerf

x+Vt)
/4Dt

Es claro que solo las variables que

aparecen en la ecuacion son c(xg,t) X,

t, y D. Al conocer la concentracion de una

columna de longitud L de flujo

continuamente alimentado se puede
conocer la concentracion residente en
cualquier punto de la columna en funcion

del tiempo de operacion.

Desarrollo del modelo

El balance general de material del
soluto en la fase liquida en un volumen de
control de una columna empacada de
seccion transversal] y un diferencial de
longitud (dz) en la direccion de flujo
(Figura 3) es descrito por la ecuacion 23,
Hamed, 2002.
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Q.C(0, 1)

A z dz

Q.CZY

Figura No. 3. Representacion esquematica del volumen de cordral gquilibrio total en

una columna de la adsorcion. Q representa el fl4jo; para el area seccionada

transversalmente; z representa la longitud de maaca representa la concentracion del

metal, y t representa el tiempo.

Adsorcion
_ _ Velocidad
Velocidad del Velocidad
) Entrada Entrada neta de
cambio de la masa neta de la y
neta neta _ creacion y/o
del soluto perdida -
= del + del soluto - +  destruccion
en el i del soluto
soluto via ) del soluto por
volumen de ) ) _ y via y
via flujo dispersion » reaccion
control adsorcion o
quimica
2
eAdz% = 0z + DgAdza—f dz - w29 + eAdz)r. (23)
ot 0z 0z ot
Andlisis dimensional de Ila

ecuacion (23):
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(%)(¢2)(¢) eg :_(%@)fg+((rf];(t)j(%)(£2)(£) I

donde &, porosidad de la cama, es la
fraccidn vacia de la seccion empacada de
la columna, D es considerado como e

coeficiente de dispersion del solutod\y

es la masa del soluto en un diferencial de
volumen de control. Dividiendo paAdz
la ecuacion 1 y considerando el
coeficiente Q/A como la velocidad de
flujo (Uo)

obtiene la siguiente ecuacion.

de la solucibn acuosa se

2
x_ Uyl po'c 1dWag, o,
ot £0z 0z &Adzat
El producto Adz es igual al

volumen del espacio de contralyg, asi

la relacién es la masa del

ArdZ
adsorbente por unidad de volumen de |a
seccion de control. Esta relacién es la
misma a través de la columna y es

llamada la densidad de empaqpg, La

densidad de empaque no es la densid

—
o
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m

) 2

(7]

m
w
t

-(w)

de las particulas adsorbentes, (), pero

relaciona la masa de adsorbente por litro
de columna empacada,
de

particulares. Estos dos parametros son

por p= P l-é).

incluyendo el

volumen los espacios intra-

expresados

Expresandoi—\év en términos deom o0
2

Pads , tENEmMos las siguientes ecuaciones:

2
a_C: $6—C+Da—(2:—&%+rn (25)
ot £02 022 € ot
2 —
67C:_$§+D6720_pads(1 E)@_l_rn (26)
& Ee0z2 oz ot
La mayoria de los trabajos

relacionados con la bioadsorcion del
Cr(VI) aplican modelos tales como los
propuestos por Bohart y Adams Bohart,
1920, Clark, 1987, y Zhang y Cheng,
2000 los cuales, con el proposito de
facilitar la solucion analitica de la
ecuacion (26)suponen que el efecto el
coeficiente de dispersion D en la

transferencia de masa es insignificante

Afio 7, No. 40-41



(situacion que solo es verdadera cuand
la transferencia se efectla en un sistem
gas-solido), de esta manera estos model

simplifican la ecuacién (26)como sigue:

@:_ﬁﬁ_—ﬂads(l_f)%*_r (27)
ot £ 0z £ ot "

Ademas, muchos estudios
relacionados con la bioadsorcion de
Cr(VIl) consideran errbneamente al
Cr(VI) como especie no-reactiva con |3
biomasa utilizada, asi que ellos supone
la velocidad de reaccion, = 0 Lehmann
et al., 2001; S y Aktay, 2001. Asi, esos
investigadores simplificaron aun mas |3

ecuacion (27) como sigue:

gc_ _U,0c_pa(l-€)dq (28)
ot £ 02 £ ot

Estos modelos no pueden ofrecer

la modelacion satisfactoria del efecto de
proceso de la bioadsorcion sobrg

transporte del soluto. De hecho en la

Modelacion del transporte de masa se h
demostrado que el coeficiente dg

dispersibn es muy importante en lag

resistencias de la transferencia que estan

presentes en el las fases liquido-sdlidg

[@]

a

DS

=

a
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Jonson y Kapner, 1990; van Zee et al.,
1995.

Por estas razones, en el actual
estudio, el efecto de la dispersion y de la
velocidad de la reaccion sera considerado
como partes principales del desarrollo del
modelo.

En reacciones redox, como es el
caso de las de el Cr(VI), la bioadsorcion
es a menudo un paso dominante. El efecto
de tales reacciones sobre el
comportamiento total puede ser evaluado
modificando la ecuaciéon de equilibrio
total para considerar la reaccién
superficial. Si se asume que estas
reacciones son decaimiento de primer
orden con respecto a la concentracion
disuelta del adsorbato, y eso en la fase
liqguida pudo ser una produccion de cero-
orden, las expresiones de la velocidad de
reaccion pueden ser expresadas como

sigue:

r,=—LC (29)
=V (30)
donde u es el coeficiente de la reaccion
de primer orden y es el coeficiente de
orden cero en la fase liquida. Por lo tanto
la ecuaciéon (26) puede ser escrita como

sigue:
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ak_ Ua _dc p -9
7:_707+D;_ ads e+ 31
& ca o e a £V EY

La distribucién del equilibrio entre la fase

sélida y la fase liquida se puede describiy

por un isoterma linear de la forma:

q=KgcC (32)
y el derivado parcial puede ser substituidg
por el coeficiente de distribucidfd y el

derivado parcial.

Entonces,aa—? =Ky gc

ot (33)

Y substituyendo la ecuacién (33) en Ia

ecuacion (31) obtuvimos la expresion

siguiente:
& _Uax dc gl o
—=—=—4D—- - 34
a ca @ e a3

[14.'0&‘19'_5) Ki)%: :—g é: +D(lZC_/£+y (35)

£ EX o

Entonces, la ecuacion general de
advectivo-dispersidn-reaccion puede se

escrita como sigue:

F:}
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=

2
DE_U@_R@:
ot

36
0z° 02 (36)

K-y

donde el factor del retraso, R, se define

cerca.

R:(]ﬁ' padsg-_f) de (37)

y la velocidad del poro, se define cerca:

Uo

U=—o (38)
£

Para encontrar la alternativa mas
descriptiva con un minimo de variables
de la operacion para un tratamiento
tedrico acertado de datos experimentales
y la simulacibn de la brecha del
bioadsorcion curva, varias soluciones
analiticas de la ecuacion de la adveccion-
dispersion, con la primera reaccion de la
orden era analizado Ataie-Ashtiani et al.,
1999; Hossain, 1999; Serrano, 2001.
Después de los analisis, la solucion
analitica de van Genuchten, 1981 fue
modificada y aplicada al modelo. Las
ecuaciones, las condiciones, y las
variables usadas eran los siguientes: La
ecuacion (36) fue solucionada usando las
condiciones siguientes de la inicial y de

limite:
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Solucion analitica del modelo

Para encontrar las mas descriptivd

=

con un minimo de variables de operacion

para un tratamiento teérico satisfactoric

11%

de datos experimentales y simulacion d

las curvas de ruptura de la adsorcion de
Cr(lll), diversas soluciones analiticas deg
la ecuacion adveccion-dispersion, fueror
analizadas (Ataie-Ashtiani, et al., 1999;
Hossain and Barber, 2000; Hossain ang
Taha, 2000). Después el analisis, la
solucion analitica propuesta por van
Genuchten, 1981 fue modificada vy
aplicada al modelo.

Las ecuaciones, condiciones, YV

variables usadas fueron las siguientes:

Ec. (36) fue resuelta usando las siguientgs

condiciones limite:

c(z0)=Ci (39)
uC, 0O<t<st
(_D@-FUCJ = 0 °1(40)
0z 220 0 t>t,
% o,y =0 (41)
0z
donde C \C, son constantes.
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Aplicacion de las transformadas de
Laplace para la solucion analitica

La bioadsorcion dinamica en
columnas empacadas con solidos porosos
ha adquirido gran importancia en la
separacion y recuperacion de
componentes diluidos de mezclas fluidas.
Una etapa fundamental en el disefio de
estos procesos es la modelacion del
sistema para el calculo de las curvas de
ruptura o respuestas dinamicas de las
columnas de bioadsorcién en un cambio
escalon en la entrada. Ruthven y Ynag
proporcionan revisiones cuidadosas de las
soluciones para las curvas de ruptura de
los diversos modelos mateméaticos
reportados en la referencia.

En este apartado se da una
derivacion de la solucién analitica del
siguiente conjunto de ecuaciones Yy

condiciones de frontera:

d’%c odc _odc
D—-v—-R—= - 42
oz oz na TV (42)
c(z0) =C, (43)
O<t<st
(— p% +ch m:{vq’ ° (44)
o 0 t>t,
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oc _ - _
5, @0 =0 (45) Dazc_vac_(SJr,L/j—:_é/s_q a7

<

La solucion puede ser obtenida por medi _
Las Transformadas de las ecuaciones (44)

de la transformada de Laplace. L3§
y (45) toman la forma:

Transformada de Laplace de con

respecto & es definida por:
c - vC
-D=—=+vC :{0 0 (48)

c=c(z9) = Texp&st)c(z,t)dt (46) 220

La Transformada de Laplace de (42) la ?(oo,s) =0 (49)
z

cual satisface la condicion inicial (43) es:

La solucién directa de las ecuaciones
(47), (48) y (49) es:

2 1/2
Vlc, - lexd -4 V4 STHIR
D U 2D 4D D/R
2 1/2
Vo[V +s+/.1/R
2D | 4D? D/R

2 1/2
V—Coexp(—tos)ex V24 5 +STHIR
D 2D 4D D/R

2 1/2
v % s+ ulR
—+ +
S{ZD (4D2 D/R j ]

c(z,9) =

+
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2 1/2
(Y g oy o Y uStHIR
Dy 2D |4D? DI/R

1/2 *
v v? s+ ulR
St UlR)| —+ +
(s+u )[2D (402 D/R J ]
VIR, G (50)
s(s+tu/R) s+ulR
La Transformada Inversa de Laplace de|
primer término en la ecuacion (50) puede o<t<t,
l,(z,t) =
ser obtenida por dejar 2(2) —-CoA(zt -t t>t,
p=sh=v/(2D),k=D/R y (52)
a = il R+v? /(4DR) en ecuacion 31 del La Transformada Inversa en el tercer
apéndice A de Carslaw y Jaeger (1959), y término en ecuacion (50) puede ser
subsecuentemente usandg Obtenida por la primera ecuacion

a=-u/R-V2/(4DR) en ecuacion considerada (42) sin los dos tipos de

(29.2.12) de Abramowitz y Stegun terminos|.e.:

(1970). La siguiente expresion fue

obtenida por este término: Da_zf _V@ - R@ =0
0z 0z ot

(53)
1,(z1) = (Co —yI )A(Z,1)

(51) La solucion de la Transformada de

Laplace de esta ecuacién sujeta para

Donde A(zt)es dada por la ecuacion .
alguna condicion inicial y frontera como

(33) y (35) en el texto.
La inversa del segundo término en

antes, pero coiC, = @n ecuacion (43),

. . , . y con C, =1y t, - coen ecuacion (44)
ecuacion (50) sigue inmediatamente poy

el primer término y ecuacién (51) por (i.e. una solucion continua), esta dada

por:

(0]

haciendo uso de la ecuacion (29.2.15) d
Abramowitz y Stegun (1970):
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Voexg Y2 - 4 v’ +STHIR "
D 2D 4D?2 D/R La solucion directa de la ecuacion (53)
c(z.9) = v V2 JINE 1 sujeta para estas algunas condiciones
{2[){4[)2 * D/RJ ] iniciales y de frontera, sin embargo, se
(54) sabe (Lindstrom et al., 1967):
1 Rz-wt v ) (Rz—wt)?
c(zt) ==erf 77 | T exp-——— |-
2 2(DRt) TRD 4DRt
1(, vz Vi Rz + vt

La ecuacion (55) es por lo tanto la

Transformada Inversa de ecuacion (54).

Aplicacion de la ecuacion (29.2.12) de
(1970) para

Abramowitz y Stegun

ecuaciones (54) y (55) principales ahora
directamente para la inversa de Laplace

del tercer término en ecuacion (50):

15(zt) = Z—Ci exp{—ﬂj EerfcRZ—_vlt,2 +
U R)J|2 2(DRY)
vit ) (Rz-wt)?
exp———— |-
TRD 4DRt
1(, vz Vi Rz +wt
—| 1+ —+— |explz/ D)erfc —— 56
2( D DRJ PUzID) L(me} e
La- transformada inversa del .cuarto Y I4(z,t):£[1—exp(—,ut/R)] (57)
quinto termino en la ecuacién (50) H
seguida de las ecuaciones (29.3.12) y
(29.3.8) de Abramowitz y Stegun (1970): I.(z,t) =C exp-ut/R) (58)
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La transformada inversa de la ecuacior
(50),
ecuaciones (42) a (45), esta dada por |

la cual es la solucibn de las

O

tanto por (ver también ecuaciones (32)t
(35):

o20)=1,@)H,E)HaE) H, @D H @D (59)

Entonces finalmente la solucién analitica

modificada van Genuchten usando

transformadas de Laplace [22] es:

N (C, =yl 1)A(z,t) + B(z,1) o<t<t,
ozt = {(cO — VI Az + Bz ~CAZE-t,)  t>t, } (60)
donde
ZR—ut (v-u)z ZR+ut (v+tu)z
Ao - (U)erfc( JIDRt jex 2D j . (u)erfc(mjex;{ D j
' (u+u) ] (v-u) (61)
2 ZR+ut vty
. ()] fc( rDRJex;{ b Rj
24D
R-ut\( Ut  zv zv R+ut
erf 7_4[)& j {DR +E +1j ex;{DJerfc( 4DRtj
B(zt) = (Z ~Ci 2 2
H o (@R [ (62)
4DRt TOR
X exp{— ﬂj Ly (Ci —1] exp{— tﬁj
R/ u 7] R
y
u=u 45? +1 (63)

-

Las variables necesarias y aplicadas en
modelo para describir el sistema incluyer

los siguientes parametros:
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» Condiciones de operaciéon tal como
Co, concentracion de metal
entrada (mg df); t,

(minutos); Q, velocidad de flujo (di

a la

tiempo

min™).
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» Propiedades fisicas del bioadsorbent
tales com@ags densidad (mg di);
de

tales como diametrg

e Caracteristicas la  columna
empacada
interno (dm), A, area de seccion
transversal (df), & porosidad; z
longitud de cama en la columna (dm);
v, velocidaddel agua en el poro, =

Q/As (dm min?).

El modelo propuesto fue validado
utilizando los datos experimentales de |z
adsorcion de Cr(IV) sobre la biomasa dg

agave lechuguilla, utilizando el diagrama

D

A

experimental presentado en la figura 4 y
bajo las condiciones experimentales que
se muestran en la Tabla 1. Los datos
experimentales se muestran graficados en
la figura 5. Los datos generados por el
modelo fueron generados mediante el uso
de de
Mathematica 4.1 (Wolfram Research,

el programa computacion
Inc.).

La comparacion de los datos
experimentales y los generados por el
modelo propuesto se muestran en la

Figura 6.

Pump

Collector

Collector

Collector

Iuietal-ion
solution

Figura 4. El diagrama esquematico del dispositivo experialexe laboratorio la

validacién del modelo propuesto para la bioadsardil Cr(VI).

Tabla 1: Las condiciones operacionales de las columnagiexpatales para el Cr(VI)
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Metal de entrada Cr(VI)
Bioadsorbente Agave lechuguilla
Concentracion de entrada, C 4.0 mg drit

Flujos, Q 1, 2, 3 (18 dr’min™
Densidad de la lechuguillpsss 8.7 (16) mg dm®

Diametro interno de las columnas 0.07 dm

Porosidad del leche, 0.25
Longitud del lecho fijo, z 0.5,1,1.5dm
pH pH 2
4.5
mg 4.0 —a— Cr(Total)
T 357 —a— Cr(V)
o
g 307 —a—Cr(lll)
= 2.54
c
g 2.0
5 154
£ 101 S aR R
O 05 LR
0.0
0 60 120 180 240 330
Time (min)

Figura 5. Curvas de bioadsorcion para la especie del crons efluente de la columna
con una la longitud de la cama de 1.5 dn®® d@Pmin™ el flujo, 4 mg dr¥ concentracion y
pH 2.
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z= 0.5 dm

<
w

Cr (VD) in effluent(mg dm_3 )

0 & . . L

60

t (min)

80 100 120

Figura 6: Comparacion de los datos experimentales de la@baalel Cr(VI) por la

biomasa de agave lechuguilla con los resultadosrarpntales. Los perfiles obtenidos con

el modelo propuesto se presentan con diversaslinks puntos denotan los valores

experimentales para las longitudes de la cama)de§, (---) 1, y (— -) 1.5 dm; flujo, 1C
dm’min™; pH 2, y Co, 4 mg di\

de resultados

obtenidos

La comparacion los

experimentales con los

je)

generados por el modelo propuesto valid

adecuadamente su efectividad.

Conclusiones

El modelo propuesto y la solucion
analitica del mismo mediante el uso de las
de

excelente herramienta para el

transformadas Laplace es una
futurg
disefio y operacion de columnas de lech
fijo para la remocion y reduccién quimica

del Cr(VI).

CULCYyT//Septiembre-Diciembre 2010 281

La habilidad desarrollada en la

aplicacion de conceptos matematicos para
la interpretacion y generacion de un

modelo de transferencia de masa en el
complejo proceso de la bioadsorcion fue
excelente. Ademas fortalece con ello la
del

profesionista del area de las matematicas.

formacion  profesional futuro
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