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Resumen

A medida que avanza la tecnologia deberiamos dgjas lapiz, papel, pizarrén y gis y hacer uso devas
herramientas para ensefiar a nuestros futuros moifgas. Ayudar al estudiante, con el fin de femil el
aprendizaje, a visualizar y resolver problemas eamo la tecnologia que tenemos a nuestro alcandiafa y
acelerara el proceso de aprendizaje del alumnasEncaso, el software Mathematica fue utilizadwo exato para

graficar funciones vectoriales que representenveltzcidad y la aceleracién de una particula endilmensiones.

Palabras clave:

Introduccién

Muchos estudiantes de cursog
introductorios de fisica tienen dificultades
con la comprension de conceptos fisico
abstractos. Uno de estos conceptos es
aceleracion como una cantidad vectoriall
Flores, Kanim y Kauts encontraron que
algunas confusiones se relacionaban con |a
magnitud y direccion de la aceleracién comg
una cantidad vectorial (Flores, 2004) Un
posible acercamiento didactico para
erradicar este malentendido conceptual es gl
uso de software educacional (ComPADRE]
2011) Por ejemplo, un intento para ayudar a
los estudiantes a entender la aceleracion es
un analisis grafico de una fotografia
estroboscopica de un proyectil en forma d
una esfera metalica. Con un respaldo d
suma y resta de vectores, las formulas de
aceleracion constante de las leyes d
Newton fueron ilustradas con una fotografi
estroboscOpica a estudiantes de fisic
introductoria  (Huggins, 2009). Otra
alternativa para ayudar a estudiantes
graficar y representar cantidades vectoriales
en dos dimensiones es el uso de programas
de graficacion (incluyendo calculadora:
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graficadoras). Esta alternativa didactica a
resuelto una porcibn de la falta de
entendimiento significativo de la aceleracién
CcOmo un vector.

De acuerdo a la teoria de
visualizacion, los estudiantes tienen la
oportunidad de representar el conocimiento
cientifico a través de la visualizacion de
eventos o situaciones fisicas (Rapp y Kurby,
2008). Cuando los alumnos Vvisualizan
vectores en contextos diferentes, ellos
pueden invocar varias representaciones del
concepto, tales como la representacion
gréfica de la aceleracion como un vector en
dos dimensiones. En este articulo
describimos una alternativa para graficar la
velocidad y aceleracién en dos dimensiones
utilizando el software  Mathematica
(Wolfram). Adicionalmente, ilustraremos la
representacion grafica de vectores en el
contexto de: 1) posicion, 2) velocidad, y 3)
aceleracion, incluyendo las correspondientes
componentes tangencial y normal a la
trayectoria.
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Funciones Vectoriales

Una trayectoria curva en el plang

puede ser definida por las ecuacione

paramétricas

x=f(t), ¥y = g(¢) (1)

A un valor de parametrot le
corresponde un punto de la curva,

y

Y

podemos definir el vector de posicion para
cada uno de estos puntos como

) =xi+yf=f)i+g()j (2)

Dondeti, j son los vectores unitarios
mostrados en la Figura 1, en las direcciones
de los ejex y y respectivamente.

Figura 1. Los vectores unitaricsy j.

Para cada valor del parametrexiste
un Unico vector(t), y por lo tantor(t) es
una funcién vectorial Consideremos el
siguiente ejemplo:

Para una funcién vectorial
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7(t) = 4costi+ 3 sin tj 3)

la trayectoria correspondiente es una elipse,
como se muestra en la Figura 2. También se
muestra el vector de posicidbn en tres
tiempos diferentes.
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F(t) ] 7(t)

=[]

Figura 2. La trayectoria eliptica seguida por la partiguéd correspondiente vector de posicion

[+(t)] en tres tiempos diferentes.

Calculo Diferencial de  Funciones

Vectoriales

lim,_ o #(t) = lim,_, f(£) i+ lim, o gt} (D)
La nocion fundamental de limite de

una funcion vectorial se define en términos

de los limites de sus componentes,

llustramos este concepto
graficamente. La Figura 3 muestra al vector
de posicion aproximandose a un vector fijo.
El vector

r)=xi+yj=fB)i+g()j (4)

y entonces 7(t) = r(ty, + At) (6)
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se aproxima al vector

(7)

7(ty)

ot=1.002 A=

¥ i)

In:l

cuando

At —=0

(8)

At =0.102

Fii)

£l

Figura 3. El vector de posicion se aproxima a un

funcion.

Un tipo de limite muy importante es
la derivada de una funcién:

ar ) Fleeat)—70t)

At

9)

= limy,

Usando nuestro ejemplo previo, podemo
encontrar la derivada de una funcion
vectorial.

El proceso es ilustrado en la Figura 4 para la

funcidén

U7
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vectar pmo el limite de una

7(t) = 4costi + 3sintj

ConformeAt — 0, el vector

ar

At

Fle+ath—7E)
Ar

(10)

se aproxima a un vector tangente a la
trayectoria el eliptica
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ar=07

Figura 4. El vector tangente como el limite de una funciéatorial.

Observamos en el ejemplo previo que €l
vector

Fle+Ae)—71E)

™ (12)

r(tg) = limy,

Tiende a ser un vector Unico tangente a la

trayectoria conforme el intervalo de tiempo

se aproxima a cero. Este es un resultado gle

extrema importancia:

El vector ¥'(t,) es tangente a la curva
descrita porr(t) en el punto con vector de
posicionT (t,).

Velocidad y Aceleracion
Asumamos que una particula se esta
moviendo en un plano describiendo una

trayectoria C. La funcion vectorial que

describe su posiciéon es

r(t) = f(D)i + g(0)j + h()k (12)
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Donde el parametro representa el tiempo.
La velocidady aceleracionde la particula

son definidas como:

ﬁ(tj=£=%£+j—fj‘+%§ (13)
3 _dav
Donde la rapidez es

magnitud del vector velocidad.

Ejemplo de un movimiento en el plano:

La Figura 5 muestra que el vector velocidad
#(t) es tangente a la trayectoria, y el vector

aceleracion es, en general, ni tangente ni
perpendicular a la trayectoria (aunque en

este ejemplo apunta hacia el origen).
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Figura 5. Los vectores velocidad y aceleracion.

Expresiones para las componentes de la
aceleracion

El vector velocidad es tangente a Ig
trayectoria. Entonces podemos obtener u
vector unitario tangente obtenido a partir dg
la velocidad.

-
w

F(e) =22

: (15)
Entonces podemos
velocidad como

representar a |

T
I

3

=3

(16)

S
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La aceleracion es la derivada de la velocidad
respecto al tiempo. Por lo tanto, tomando la
derivada del producto, tenemos:

> dv _ dv 4 T
ﬂ,(tj __t_ " T+ v (17)
Ahora, ilustramos y después

demostramos que la derivada de un vector
de magnitud constante es un vector
perpendicular al primero. La Figura 6
muestra a un vector unitaridi y su
correspondiente derivadi/'con respecto al
tiempo. Se observa que la derivada de un
vector con magnitud constante es un vector
perpendicular al primero.

Afo 8, No 45



Figura 6. Un vector unitarici y su correspondiente derivaiia

Ahora, elaboramos sobre el conceptg
mostrado en la Figura 6.

Basados en las propiedades del product
punto entre dos vectores, tenemos, pal

cualquier Vectol:

—3,2 [ —
V| =v-v (18)

Entonces, si la magnitud del vector eg
constante,

. . di . —
Lo cual implica que - es perpendicular &.

Componentes tangencial y normal de la

aceleracion

)

o

b
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Después de algunos calculos que
involucran Geometria Diferencial,
encontramos expresiones para las
componentes tangencial y normal del vector
aceleracion.

Estas expresiones son:

dw a _L‘z
Voo R

ar = —
T g !

(20)

i

dondev es la rapidez yR es el radio de
curvatura. Observe gu®; es la responsable
del cambio en la rapidez g, es la que
causa la curvatura de la trayectoria.

Ejemplo:

Considere la trayectoria cuyo vector
de posicién eg costi + 3sintj. La Figura
7 ilustra las componentes tangencial y
normal de la aceleracion y el vector
velocidad en dos puntos diferentes de la
trayectoria.
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Figura 7. Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Conclusiones

A pesar del aumento en el uso de

paginas Web y simulaciones
computacionales en el salon de clases
algunos investigadores concluyen que, au
después de modificaciones en la ensefianz
basadas en tecnologia, algunos de Ig
problemas conceptuales persisten (Rojan

2003). El software Mathematica es una

alternativa didactica para ayudar al

estudiante durante un proceso de aprendizd]

utilizando la ilustracién y manipulacion de
vectores en el contexto de las trayectoria
seguidas por particulas en movimiento
Estudiantes y educadores pueden usSi
Mathematica no s6lo como una herramient
graficadora, sino también como un
simulador de situaciones fisicas. Po

ejemplo, es posible hacer una animacion de

la sucesidbn de vectores de posicion
velocidad y aceleracion durante g
trayectoria.

Actualmente, no es necesario tene
una copia de Mathematica para poder ver |3
graficas y animaciones creadas por €
instructor. ElI profesor las hace en

Mathematica 8 y las puede guardar como un

archivo con terminacion .cdf (Computable
Document Format). Estos archivos puede

£

o wnw w

8

S

-

ser vistos con el Wolfram CDF Player, que
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puede ser obtenido gratuitamente de la
pagina de Wolfram Research (Wolfrargh

la actualidad estamos investigando la
efectividad del método descrito aqui.

Esperamos compartir nuestros resultados en
un futuro cercano.
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