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Resumen

El Calculo nacié en dos versiones esencialmentitis: la de Newton y la de Leibniz. La versi6ibfgziana,
basada en la idea de infinitésimo, fue dominangtahia primera mitad del siglo diecinueve, perodasplazada en
la segunda por la de linaje newtoniano, basada endion de limite, gracias a su formulacién rigara manos de
Weierstrass. No existen textos modernos que pregsehtalculo a la Leibniz (no se hace referengid al Andlisis
No-Estandar de Robinson). El presente articuloepdst, mediante un par de ejemplos, mostrar dos:c{espEl
calculo de Leibniz es conceptualmente mas simpk ejubasado en la nocién de limite y (b) Facilitareibo
inmediato a las aplicaciones del Célculo, lo que s& paso de la resistencia que genera, en ebprende, un

conocimiento en apariencia inutil.
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Introduccion

Es bien sabido que el Célculo
Infinitesimal, o Diferencial e Integral como
también se le llama, fue creado dos vece
por Isaac Newton (1642 — 1727) alrededo
de 1666 y, nuevamente, por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) unos diez
afios después, de manera independiente. L

diferencias entre estas dos versiones de

Célculo son muy numerosas, pero todal
provienen en Ultima instancia de los
conceptos en que se apoyan Newton por 4
parte y Leibniz por la suya.

Newton tomé como bésico el
concepto de razén ultima de dos magnitude
gue cambian en el tiempo y se desvanece
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simultaneamente. Sin entrar en detalles
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puede decirse que este concepto es el abuelo
de la moderna definicion de derivada como
limite de un cociente de diferencias. Leibniz,
por su parte, baso el Calculo en el concepto
de diferencia infinitamente pequefia.

Los cursos usuales de Calculo
combinan ambos enfoques: el concepto
basico que utilizan proviene de Newton, la
notacion y parte de la terminologia, de
Leibniz. De esta manera es frecuente que la
notacion y los términos empleados no se
adecuen a las ideas que representan.

Me propongo aqui dos cosas:

Presentar las ideas detras de la notacion
leibniziana.
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Mostrar, a travées de ejemplos, la
economia de presentacion que s

117

logra  mediante el enfoque
leibniziano.

El Célculo de Leibniz.
Leibniz concibe el Calculo de

manera simple: las operaciones basicas son
la suma y la resta. La técnica para resolver
una clase amplia de problemas se reduce
un truco que facilita el calculo de sumas.

Considere la suma de numeros impares
sucesivos:

1 =1
1+ 3 =4
1+3+5 =9
1+3+5+7 = 16
1+3+5+7+9 =25

1 +3+5+7+9 + 11= 36 etc.

Las sumas son iguales a los
cuadrados sucesivos. Ello se debe a que [la
diferencia de dos cuadrados sucesivos s
impar:

1240t =1 2%2+1%'=3 3F+2'=5

En general,

nP-(m-—1)*=2-n-1
y por lo tanto
1+3+5+7+~+2-n-1)
=P -4+ @10+ -+ (@ -3F) + et P -0 - 1)

=n*—0'=n

ya que todos los términos intermediog
aparecen una vez sumados Yy otra restados
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se cancelan. Ese es el truco de Leibniz: para
sumar una serie (los impares, por ejemplo)
hay que hallar otra serie (en este caso la de
los cuadrados) cuyas diferencias de términos
sucesivos coincidan con los términos de la
primera serie: de este modo, la suma de la
serie original es igual al ultimo término de la
otra serie menos su primer término (o sélo al
ultimo, cuando el primer término sea cero).
En simbolos:

by +b,+ b, +--+b, =a, —a,
siempre que se tenga

a, —dy =by;, a,—a;=b,,

rxa—c:',::ba, ﬂ’n_a’n—1=bn

sia; = 0 entonces
by +b, +by + -+ b, =a,

Como segundo ejemplo tomaré el
que Christian Huyghens propuso a Leibniz
en Paris en 1673Este problema dio pie a
que Leibniz concibiera las ideas que aqui se
exponen. Se trata de encontrar la suma de
los reciprocos de los numeros triangulares.
Dichos numeros son los siguientes:

. o.o o.o.o o.o.o.o etc.
1 3 5 10

1 En su Historia et Origo (Leibniz, 2005), Leibniz
dice que el problema de hallar la suma de los
reciprocos de los nameros triangulares se lo gante
Huyghens en 1672, que lo resolvid y

gue comunico la solucién a Oldenburg (secretario de
la Royal Society) en febrero de 1673.

No dice si el problema lo habia ya resuelto en 1672
Tomemos como oficial la fecha de la

primera comunicacion escrita, es decir, 1673.
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Resulta claro de la figura por qué se
llaman triangulares y también que o
€simo numero triangulay es

1+2+3+4+5++n

Para encontrar la suma, siumese con
ella misma como sigue:

1+ 2 + 3 +=+ n

n_ +(n—-1) +in—2) +: +

1 =&

(n+1) +(m+1) +(n+1) +~ +(n+1) =

2t

De aqui resulta que

2-t, =nveces(n+1) 6 n-(n+1)
de donde
_n(n+l) n' n
2 22

La suma que Huyghens requirié de
Leibniz es:

e N
1 3 & 10 15 t

n

0

1 1
1+-+=+-+——x
3 6 n-(n+1)

No es dificil darse cuenta que:

2 2 2

n-(nt+ 1]=n n+1

de modo que

11
14+ =4+-+ -+

36 n-(n+1)
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De aqui se sigue que si la suma se
continda indefinidamente, el resultado sera

El Calculo Infinitesimal consiste en
aplicar estas mismas ideas a series formadas
por ordenadas de curvas u otras magnitudes
continuas. Basta notar que la continuidad de
la serie requiere que las diferencias de
términos sucesivos sean infinitamente
pequefias. Dos ejemplos ilustraran dicha
aplicacion.

Ley de Hooke ¢ Cuénto se estira una barra
sujeta a tensiéon? Depende, desde luego, de
la tensiébn: a mayor tensién, mayor
deformacion; depende también de las
caracteristicas de la barra: a mayor area de
seccion, menor deformacién; a mayor
longitud, mayor deformacién (si un metro se
estira un milimetro, dos metros se estiran 2
milimetros). Finalmente depende del
material de que esté hecha la barra. Por
fortuna, todas estas dependencias son
lineales siempre que la tensibn no sea
demasiado grande. La siguiente formula,
confirmada experimentalmente, expresa las
relaciones necesarias y se llarhay de
Hooke

_ Ff

A= — (@D
donde Af es la deformacion, o incremento
de la longitud{, F es la fuerza que estira a la
barra, A es el area de la seccion transversal y
E es una constante de proporcionalidad,
propia de cada material y que se llama
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modulo de elasticidaddel mismo (Den
Hartog, 1961). Asi pues, si tenemos dos
barras cilindrica y B', hechas del mismo
material yFB tiene longitud y radio dobles
gue los deEB' y estad sujeta al doble de
tension, entoncesB y B' se estiran lo
mismo.

La Ley de Hooke supone que tanto 13
fuerza de tensiérF como el area de la
secciond son constantes. La extenderemos p
dos casos, en uno de los cuales la fuerza
varia, y en el otro, la seccion.

Fuerza variable. La figura 1 representa una
barra empotrada en el techo, suspendida sin

tocar el suelo. La fuerza que actua sobre
cada seccion es el peso de la parte de la
barra que pende de ella (es decir, la parte
sombreada). En simbolos,

F.=y-A-x

dondey es el peso especifico del material,

el area de la seccion (por lo gde x es el
volumen de la parte sombreada). Para
reducir este caso simple de fuerza variable al
caso de una fuerza (aproximadamente)
constante, dividimos la barra en rebanadas
transversales delgadas.

Rebanada de
espesor dx

al

Figura 1. Una barra empotrada en el techo, suspendidacan ¢l suelo.
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Dentro de cada rebanada, varia
muy poco, por lo que la fuerza que actu:
sobre las secciones de la rebanada ¢
aproximadamente constante y la
aproximacion sera tanto mejor cuanto ma
delgada sea la rebanada. Calculando por
Ley de Hooke lo que se estira cada rebanag
y sumando las deformaciones, obtendremg
la deformacion total de la barra. Aqui es
donde entra la idea de Leibniz: los valore
de =x correspondientes a los cortes
efectuados constituyen una serie
denotaremos potdx la diferencia de dos
valores sucesivos da. El requerimiento
leibniziano de quedxsea infinitamente
pequefio se ajusta perfectamente 3
requerimiento fisico de que cada rebanad
sea muy delgada. La deformacion de un
rebanada de espesdi es (por la Ley de
Hooke)

F.-dx y-A-x-dx vy
= =—-x-dx
AF AF E
Para sumar todas estas

deformaciones necesitamos encontrar un
sucesion cuyas diferencias sean los térming
i- x+dx. La experiencia con los cuadrados

sugiere intentar la diferencia

S

a
la
S

=

a

a
DS

(x +dx)? —x? =2 x-dx + (dx)?

Jx-dx
o

la suma deseada (la deformacion total) serd

£

fy y-4£*

—-x-dx =

deformacion = j
0

1 .1
(x4 de)?——x2| =
L[Z(x x) Zx
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El cuadrado de una fraccidn es
menor que la fraccién y tanto menor cuanto
mas pequefa sea la fraccién. Por ejemplo,

(0.001)% = 0.000 001,

(0.000 001)* = 0.000 000 000 001

El cuadrado de una fraccion
infinitesimal es infinitamente mas pequefo
que la fraccion misma y, por lo tanto,
despreciable comparado con ella. En otras
palabras,(dx)? es insignificante comparado
con dx y sus multiplos. Esta observacion
permite escribir

(x+dx)*—x*=2rx-dx

y de aqui
- + dx)? L g2 d
> (x + dx) —ra = xdx

Si  ahora empleamos unas
mayuscula para denotar suma e indices para
sefialar el primer y dltimo términos a ser
sumados, se tendra

-ET. £
J—-;x-dx=fx-clx
I}E o

ya queg es un factor comun a todos los
sumandos y, por otra parte,

_EE
2

o también, teniendo en cuenta que el g¥¥so
delabarraew =y-A- £,

Ww-£

deformacion = ———
2 A E
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gque es la mitad de la deformacion
correspondiente, segun la Ley de Hooke,
una tensidbn o esfuerzo constante d
magnitudi’.

Seccién variable Consideramos un caso
simple de variacion de la seccion:

b
Figura 2. Barra en forma de cono truncado.

La figura 2 muestra un corte
longitudinal de una barra en forma de con
truncado; se ve alli que el radio de la
seccion transversal producida por un cort

r, =a+ e y e satisface (por semejanza de
a triangulos)

a)

e
h—n

X

7

o bien

El area de la seccion vale entonces

.I)

Como en el caso anterior, sélo podemos
aplicar la Ley de Hooke a rebanadas
infinitamente delgadas (de espesdal), que
pueden considerarse como de seccidn
constante. La deformacion de la rebanada
tipica es

b—a
£

=TT

ZTI'(EI+

F-dx_
A_-E

F .
b ; a .7.') ‘E
La deformacion de la barra es igual a

la suma de las deformaciones de las
rebanadas que la componen:

dx

ﬂ'(ﬂ+

hecho a distancia: de la base menor es

£

F-dx

£

dx

Deformacion total = J

0 ?r-(a—|- 7

lgual que en el caso anterior,
tenemos que encontrar una serie cuyg
diferencias sean los términos

dx
b—a .
(a+>7=2)
El ejemplo de la suma de los

reciprocos de los numeros triangulare
sugiere que las diferencias de los reciproca

CULCYyT//Septiembre-Diciembre, 2011 1

b—a

P
=

)

P
=

F J
.xj -E mE Uy

b—a

(a+

de cantidades lineales son reciprocos de

s cantidades cuadraticas, de modo que
ensayaremos
1
O+ Dx

ajustandcC y D de manera conveniente.

La diferencia de dos términos
sucesivos es (nétese el orden usual, en que

"2

S
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un término se resta del que le sigue y na,
como hicimos en el caso de los reciprocos,

1 1

en que restamos cada término del anterior,

asi:=— n+1)'

—D-dx

C-I—D[x-l—clxj_C-I-Dx

El denominador de esta expresion e
igual a (C+ Dx)*+ D(C+ Dx)dx, donde
el segundo término es infinitamente mas
pequefio que el primero, lo que permite
(cometiendo un  error despreciable
simplificar el denominador

U7

(C + Dx)?

Al comparar con el denominador
deseado, es decir, con

[C+D(x+ dx)]- [C+ Dx]

Subsiste, sin embargo, una peque na
dificultad: tenemos un numeradedzx, en
vez del que queremos tendy. La dificultad
no es seria pues basta dividir los términos a
restar entre—D, ya que al restar podemos
sacar factor coman. Con esto, la serie
buscada tiene términos

, £ 1
b—a - T
se ve cuanto deben vary D , a saber En efecto,
—f 1 —4f 1 _ dx
b—a b—a “\b—a b—a B bh— :
a+—7—(x+dx) R (a+ E“.xj

: s d
Por lo tanto, la integral’ ————
e [E-i-%l-x_

es igual al dltimo término de la serie (el

correspondiente a = £) menos el primero
de la misma (correspondiente a= 0):

f dx =4 1 —£ 1
b—a 2 b-a b—a b—a b—a
o . a+ x a + x
(a t ¥ x) £ x={ £ x=0
_ £ 1 1 4
" b—ab b—aa a-'b
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La deformacion total es entonces

J‘F dx
o (rx—i—bga-x

gue es la deformacion que sufrira bajo I
accion de la fuerz& un cilindro cuyo radio
fuese la media geométricgla- b de los
radios del cono truncado.

_ F A
)2 " m-a-b-E

F
m- F

Los dos ejemplos anteriores
muestran que es posible resolver problema
de interés con un minimo de herramientas

empleando el enfoque leibniziano. Ello
permite, en la ensefianza, reducif
enormemente la distancia entre las

matematicas y sus aplicaciones e inclus
invertir el orden usual de presentacién, qu
es: primero las matematicas y despue
(frecuentemente uno o0 varios semestre
después) sus aplicaciones. Con el enfoqu
leibniziano es posible resolver el problema
de motivacion ¢ Para qué me va a servir
esto?”) tomando un problema especifico de

=

cualquiera de las disciplinas que emplean ¢
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Célculo Infinitesimal, como punto de partida
y no de llegada.

Agradezco a la M. en C. Susana C.
Martinez Sanchez (DME-CINVESTAV) el
haber transcrito mi manuscrito en LaTeX,
incluso mejorando mis figuras, realizando
un trabajo minucioso y muy profesional.

REFERENCIAS

Den Hartog, JP. 196&trength of Materials.
Dover Publications, Inc. New York, (Reimpresién de
la obra publicada originalmente por McGraw-Hill
Book Company, Inc., en 1949). 2 — 6.

Leibniz GW. 2005. Historia et Origo
Calculi DifferentialisUna traduccion al inglés puede
verse en Leibniz, G.W., The Early Mathematical
Manuscripts of Leibniz, Translated and with an
Introduction by J. M. Child. Dover Publicationsgin
New York,. (Reimpresién de la obra originalmente
publicada por Open Court Publishing Company,
Chicago, en 1920). 30 y 50.

Afo 8, No 45



