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Resumen

El presente articulo expone en términos generales, la problemética que envuelve la ensefianza y el aprendizaje del
calculo diferencial, referenciado en las investigaciones publicadas en el area de Matematica Educativa. En base a
esta problemética, se propone un enfoque diferente a lo que recurren los textos cotidianamente, para la modelacién
de un fenémeno fisico mediante el uso de hoja electrdnica, anlisis de datos, cocientes de diferencias, algebra lineal y

la bisqueda de una generalizacion del problema.
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Introduccion

En la ensefianza y aprendizaje del
concepto de derivada y la definicién de
variacion  encontramos una serie de
obstaculos para lograr su comprension y
aplicacion. Esto hace necesaria la busqueda
de nuevas estrategias didacticas que
contribuyan a que los estudiantes logren
conocimientos significativos. En este trabajo
presentamos una propuesta de un problema
tipo que puede ser reproducido en un
experimento de laboratorio y que muestra
tener un potencial didactico importante,
dado que puede fomentar el desarrollo de
ciertas habilidades cognitivas de tal manera
que propicie en el estudiante, la percepcion
de que los problemas presentados en clase,
no son productos prefabricados, cuyo trabajo
sobre ellos, culmina al encontrar la solucion,
sino que al contrario, es posible la busqueda
de mas variantes que contribuyan a refinar
las situaciones planteadas en clase (Avila,
2011).
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El problema consiste en modelar una
funcion que expliqgue y describa un
fendmeno en base a una tabla de valores de
temperatura en una placa metélica calentada
de forma irregular, Este, proporciona la
posibilidad de plantear conjeturas, interpretar
las gréficas de los resultados; desarrollar la
habilidad de utilizar métodos numéricos, y
del uso de la tecnologia, ademas de explorar
y generalizar los resultados.

En la ensefianza de las matematicas y
particularmente del célculo, los conceptos
que se utilizan son generalmente productos
acabados, que por tener esta caracteristica se
dificulta su aprendizaje, donde ademas no es
sencillo observar la forma en que
evolucionan éstos en cada estudiante; por
ejemplo, decidir donde poner un sensor de
temperatura, para tener una referencia fisica
que permita medir en las distintas posiciones
y luego pedir al estudiante que reconozca en
ello un fendmeno de variacion, para
entonces exigirle que lo describa por medio

Afo 9, No 47



de una expresion analitica, tiene serias y
variadas dificultades que plantean nuevas
estrategias de  distinta indole, que den
respuesta a cuestionamientos como: ¢En qué
momento pueden los estudiantes desarrollar
los principios bésicos de calculo, el analisis
de la variacion o la razon de cambio?

La Probleméatica en la Enseflanza y
Aprendizaje del Célculo Diferencial

El desarrollo de los principios
fundamentales del calculo, para generar
modelos  matematicos que  describan
fendmenos fisicos y la medicion del cambio
de estos fenomenos, es un factor
fundamental del pensamiento variacional, a
su vez pilar didactico del concepto de
derivada. El objetivo principal en la
ensefianza de la matematica, es generar
significados relevantes y utiles en los
estudiantes, con respecto a la variacion y la
razén de cambio, se espera que los alumnos
puedan aplicar estos conceptos a la solucion
de problemas en diversos contextos, ademas
de identificar cuando es pertinente su uso.

Durante muchos afios, las
investigaciones muestran que los estudiantes
que han seguido el célculo y las clases de
fisica tienen problemas con la interpretacion
de situaciones grafica y del movimiento real
de un movil. (Doorman y Gravemeijer,
2009).

Los estudiantes de estos cursos
enfrentan serias complicaciones para darle a
los objetos del calculo el significado que se
espera y sobre todo para emplearlos en la
resolucion de problemas, particularmente de
aplicacion, donde primero se tiene que
modelar el problema.

Autores como  Artigue  (1995),
Cantoral y Farfan (1998), Dolores (2000) y
Serna (2007), mencionan en sus trabajos que
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estas formas de ensefianza y las dificultades
que se sefialan, son comunes en los cursos de
calculo; generalmente en los cursos se
presenta a los objetos matematicos como
algo ya acabado y alejado de la realidad,
Esto puede ocasionar que el curso de célculo
carezca de sentido para el alumno, que sus
significados de los objetos matematicos sean
pobres, que se le dificulte usarlos en
diferentes contextos y para modelar
situaciones e interpretar los resultados de los
problemas una vez que éstos han sido
solucionados.

Los estudiantes emplean muy poco la
herramienta gréfica para ayudarse en sus
razonamientos, ademas que en algunas
ocasiones  se  resisten a  explicar
representaciones gréficas, siendo
preponderante el pensamiento algebraico en
los estudiantes, aunque les ocasione grandes
dificultades, es en éste, en el que estan
acostumbrados a trabajar, a pesar de que el
uso del registro grafico sea mas facil para
argumentar la respuesta. Algunos estudiantes
ni siquiera reconocen el registro gréafico
como un registro de trabajo matematico y
confian ciegamente en el registro algebraico.

El uso de las diferencias para
identificar la forma en que se comporta un
fendmeno fisico y el posterior analisis de
coémo los estudiantes reconocen la forma de
crecimiento, la rapidez de éste, los
comportamientos de las segundas
diferencias, y terceras diferencias, solo es
reconocido en algunas publicaciones de
Ricardo A. Cantoral Uriza (CINVESTAV).

En la ensefianza del calculo, se ha
olvidado por completo que ésta, se plantea
para futuros usuarios de la disciplina, no
para futuros expertos de la misma. Los
conceptos y métodos del calculo, tienen un
origen empirico muy concreto (fendmenos
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de variacion, cambio o flujo continuo en la
naturaleza), sobre todo, aquellos que son de
mayor interés para los usuarios de estos
conocimientos. Esto, es totalmente olvidado
en el discurso matematico actual. La
estructura general de éste, suele ser el menos
propicio para la comunicacion de ideas
matematicas, en particular, las del calculo
(Mufioz, 2000).

Por otra parte en las carreras de
ingenieria, es hasta los ultimos semestres en
que los estudiantes se enfrenta a situaciones
reales propias de su disciplina donde en la
experimentacion obtienen bases de datos
para ser procesados Yy analizados para
obtener una solucion basada en un modelo
matematico aproximado.

Aplicando Cocientes de Diferencias y
Algebra Lineal Para Modelar Problemas
de Variacion en Funciones de 2 Variables.

Presentamos a continuacién una
propuesta que intenta abordar de forma

diferente a la ensefianza tradicional los
conceptos de funcion, de cociente de
diferencias y de la definicion de la derivada;
tratando de promover el uso del algebra y de
los medios electronicos para modelar una
expresion que explique un fenémeno a partir
de una tabla de valores, es decir, el uso de
interpretacion  de  resultados y de
manipulaciones numéricas apoyados con el
uso de la tecnologia, para buscar un punto de

encuentro, entre los algoritmico y lo
conceptual.
Imaginemos una placa delgada

metéalica cuadrada de 2 metros de lado,
calentada de manera irregular, que se
encuentra en el plano xy, con el centro en el
origen del sistema de coordenadas (medida
en metros). La temperatura en grados
centigrados en el punto (x,y) es T(x,y).
Véase la figura 1 y la tabla 1. Se modelé con
los datos de la tabla la funcion de la
temperatura en algan lugar de la placa.

Tabla 1. Tabla de temperaturas de la placa en grados centigrados.

Tabla de Temperaturas

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

Y

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

-2.0
-1.5
-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0

48.0
39.4
33.0
28.1
24.0
19.9
15.0
8.6
0.0

47.5
39.9
34.5
30.6
27.5
24.4
20.5
15.1
7.5

46.0
39.4
35.0
321
30.0
27.9
25.0
20.6
14.0

43.5
37.9
34.5
32.6
31.5
30.4
28.5
25.1
19.5

40.0
354
33.0
321
32.0
31.9
31.0
28.6
240

35.5
31.9
30.5
30.6
31.5
324
325
311
275

30.0
27.4
27.0
28.1
30.0
31.9
33.0
32.6
30.0

23.5
219
22.5
24.6
27.5
30.4
32.5
33.1
315

16.0
15.4
17.0
20.1
24.0
27.9
31.0
32.6
32.0
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40.0

30.0

20.0

10.0

0.0

W 40.0-50.0
m 30.0-40.0
™ 20.0-30.0
m 10.0-20.0
m 0.0-10.0

Figura 1. Gréafica de las temperaturas en grados centigrados de la placa metalica

Empecemos calculando los cocientes
de diferencias en cada columna, esto es,
dejamos fijo el valor de la variable y y
dividimos la diferencia de temperatura de
dos renglones consecutivos por la diferencia
de sus respectivos valores de x.

Cocientes de renglon (w)

x]-—x,-

Con estos valores hacemos una
segunda tabla y asi sucesivamente hasta
obtener un comportamiento constante (o
aproximadamente constante).

De igual forma hacemos lo
conducente ahora con los renglones,
calculando los cocientes de columna (Ver
tabla 2).
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i T X,Yi -T X,V
Cocientes de columna <%)
j— i

En la figura 2 se muestra que fueron
necesarias 3 tablas de cocientes de renglon y
2 de columna, o sea que el grado maximo
para la variable x (renglon) es 3 y para la
variable y (columna) es de 2. (Considerando
que la funcién es de tipo polinomial y que
pueden existir terminos cruzados).

Ahora que conocemos el grado para
cada variable tomamos la tabla original para
construir sistemas de ecuaciones que nos
permitan calcular los coeficientes del
polinomio que modele el comportamiento de
las temperaturas en la placa.
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Tabla 2. Primeros cocientes de renglon y columna

Primeros Cocientes de Renglén
20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

-2.0
-15| -173 -153 -133 -11.3 -93 -7.3 53 -33 -1.3
-10| -128 -108 -88 -68 -48 -28 -08 13 33
05| 98 -78 58 -38 -18 03 23 43 63
00 83 -63 -43 -23 -03 18 38 58 78
05 83 -63 -43 -23 -03 18 38 58 78
10| 98 -78 -58 -38 -18 03 23 43 623
15| -128 -108 -88 -68 -48 -28 -08 13 33
20( 173 -153 -133 -113 -93 -73 -53 -33 -1.3

Primeros Cocientes de Columna

20 -15 -10 -05 00 05 1.0 1.5 2.0
-2.0 -10 -30 -50 -70 -90 -11.0 -13.0 -15.0
-1.5 1.0 -10 -3.0 -5.0 -7.0 -90 -11.0 -13.0
-1.0 30 10 -10 -3.0 -50 -7.0 -9.0 -11.0
-0.5 50 3.0 10 -10 -3.0 -5.0 -7.0 -9.0
0.0 70 50 30 10 -1.0 -3.0 -5.0 -7.0
0.5 90 70 50 30 10 -1.0 -3.0 -5.0
1.0 110 90 7.0 50 3.0 1.0 -1.0 -3.0
1.5 13.0 11.0 90 7.0 5.0 3.0 1.0 -1.0
2.0 150 13.0 110 9.0 7.0 5.0 3.0 1.0

TABLA DE TEMPERATURAS
Y PRIMEROS COCIENTES RENGLON SEGUNDOS COCIENTES RENGLON TERCEROS COCIENTES RENGLON
x| 20 45 10 05 00 05 10 15 2 20 15 10 05 00 05 10 15 2 20 45 10 05 00 05 10 15 2 20 45 10 05 00 05 10 15 2
-20 480 475 46.0 435 40.0 355 300 235 16. 2. 2. -2
A5 394 399 394 37.9 354 319 274 219 15 414 17.3 -153 -133 -113 93 7.3 -53 -33 -13 1 -1
410 330 345 350 345 330 305 27.0 225 17, 414 128 -108 88 68 -48 28 08 13 3. 10 90 90 90 90 90 90 90 90 9.9 EY
-05 281 306 321 326 321 306 281 246 20 -04 98 -78 -58 -38 -18 03 23 43 6 -0.! 60 60 60 60 60 60 60 60 6.0 -0.! -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 6 6|
00 240 275 300 315 320 315 300 275 24. 0 83 63 43 23 -03 18 38 58 7. 0o 30 30 30 30 30 30 30 30 30 of 6« 6 6 6 6 6 6 6 -
05 199 244 279 304 319 324 319 304 27. 04 -83 63 -43 -23 -03 18 38 58 7§ 0. 00 00 00 00 00 00 00 00 0.0 0. -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 6 6|
10 150 205 250 285 31.0 325 330 325 3L 14 98 -78 -58 -38 -18 03 23 43 6 14 30 -30 -3.0 -30 -3.0 -30 -3.0 -30 -3.0 1 -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 6 6]
15 86 151 206 251 286 311 326 331 32 14 -128 -108 -88 -68 -48 -28 -08 13 3 14 60 -60 -60 -60 -60 -60 -6.0 -60 -6.0] 1 -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 6 6]
20 00 75 140 195 240 275 300 315 32 2q 173 153 133 113 93 73 53 33 2 90 00 90 -90 -90 90 90 90 -9 2d 6 6 6 6 6 6 6 6 -6
PRIMEROS COCIENTES COLUMNA

20 45 10 05 00 05 10 15 2
2. -10 30 -50 -70 -9.0 -11.0 -13.0 -15.
1 10 10 30 50 70 90 -11.0 -1,
41 30 10 -10 30 50 70 -90 -1
0. 50 30 10 -10 30 50 7.0 -9
0 70 50 30 10 -10 30 50 -7 450500
0. 90 70 50 30 10 -10 30 -5 40.0-45.0
1 110 90 70 50 30 10 -10 -3 35.040.0
1. 130 110 90 70 50 30 10 -L 30.0-35.0
2 150 130 110 90 70 50 30 1. 250300

SEGUNDOS COCIENTES COLUMNA "300.25.0

20 15 10 05 00 05 10 15 2
2 40 40 40 40 40 40 -4 "150200
1 40 -40 40 -40 -40 -40 -4 10.0-15.0
EX 40 40 40 40 40 40 -4 50100
-0 40 -40 40 -40 40 -40 -4 500-50
[ 40 40 40 40 40 40 -4
0 40 -40 40 -40 40 -40 -4
1 40 40 40 40 40 40 -4
1 40 -40 40 -40 -40 -40 -4
2 40 40 40 40 40 40 4

Figura 2. Hoja de Excel con las tablas de cocientes de diferencias y la gréfica de superficie.
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Tabla 3. Determinantes para calcular los coeficientes del polinomio en x.

Ax3 Bx? Cx D Temp.
-8 4 -2 1 40.00 d 0.1875
-3.375 2.25 -1.5 1 35.38 DA -0.1875
-1 1 -1 1 33.00 dB 0
-0.125 0.25 -0.5 1 32.13 ac 0
dD 6
40.00 4 -2 1
35.38 2.25 -1.5 1 A -1
33.00 1 -1 1 B 0
32.13 0.25 -0.5 1 C 0
D 32
Utilizamos determinantes y el En la tabla 4 se hace notar que existe
método de solucion por la regla de Cramer un término cruzado Gxy (se observa su
para buscar los coeficientes de cada comportamiento lineal) y se encuentra
polinomio: Ax3 + Bx?> + Cx + D para X. facilmente el término independiente cuando
Ey? + Fy + D para la variable y (Tabla 3). el valor de la variable es cero.

Tabla 4. Coeficientes de los polinomios parax y y.

| coeficientes para x
Y -2 -1.5 -1 -0.5 0
A -1 -1 -1 -1 -1 X cubica
B 0 0 0 0 0 X cuadrada
C -8 -6 -4 -2 0 X
término
D 24 27.5 30 315 32 indep

coeficientes de y
X A B C
-2 -2 -8 40
-1.5 -2 -6 35.375
-1 -2 -4 33
-0.5 -2 -2 32.125
0 -2 0 32

y cuadr. Y tindep.
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La figura 3 nos muestra que los

La tabla 5 indica los resultados de la

calculos necesarios para obtener los hoja que nos lleva a la funcion
resultados buscados se realizan en una hoja T(x,y) = —x3 + 4xy — 2y? + 32 que
de Excel mediante operaciones simples y la describe las temperaturas en la placa.
i
funcién mdeterm(rango).
Ax"3 Bx"2 Cx D Temp. TABLA DE TEMPERATURAS
-8 4 - 1 40.00 d 0.1875 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 L5 2|
-3.375 2.25 1.5 1 35.38 DA -0.1875 -2l 48.00 47.50 46.00 4350 40.00 3550 30.00 23.50 16.0
-1 1 -1 1 33.00 dB 0 -1.5| 39.38 39.88 39.38 37.88 3538 3188 27.383 21.88 15.3
-0.125 0.25 -0.5 1 32.13 dc 0 -1l 33.00 3450 3500 3450 3300 3050 27.00 2250 17.0
dD 6 -0.5| 2813 30.63 3213 3263 3213 30.63 2813 2463 20.1
40.00 4 -2 1 0] 24.00 2750 30.00 31.50 32.00 31.50 30.00 27.50 24.0f
35.38 2.25 1.5 1 A -1 0.5 19.88 24.38 27.88 30.38 31.88 3238 31.88 30.38 27.8
33.00 1 -1 1 B 0 1] 15.00 2050 25.00 2850 31.00 3250 33.00 32,50 31.0f
32.13 0.25 -0.5 1 C 0 1.5 863 1513 20.63 2513 28.63 31.13 32.63 33.13 326
D 32 2] 0.00 7.50 14.00 1950 24.00 2750 30.00 3150 32.0
-8.00 ' 40.00 -2 1
-3.38 " 3538 1.5 1 4 -2 1 24.00
-1.00 " 33.00 -1 1 2.25 -1.5 1 27.50 d -0.25
-0.13 " 32.13 -0.5 1 1 - 1 30.00 dA 0.5
DETE TESPARAY dB 0
-8.00 4.00 ' 40.00 1 24.00 -2 1 dc 8
-3.38 225 " 3538 1 27.50 -1.5 1
-1.00 1.00 7 33.00 1 30.00 -1 1 A 2
-0.13 025 " 3213 1 B 0
4 24.00 1 C 32
-8.00 4.00 -2.00 40.00 2.25 27.50 1
-3.38 2.25 -1.50 35.38 1 30.00 1 POLINOMIO
-1.00 1.00 -1.00 33.00 x3 [ x|y [ xv [ X [ Y [ ™
-0.13 0.25 -0.50 32.13 4 -2 24.00 1 [ o | 2 [ 4 [ o | o] 3
2.25 -1.5 27.50
[ DETERMINANTES PARA x | 1 -1 30.00
N I
| coeficientes para x coeficientes de y | 2 [ o [ 320]
y -2 -1.5 -1 -0.5 0 X A B C
A -1 -1 -1 -1 -1 x cubica -2 -2 8 40 disc 256
B 0 0 0 0 0 X cuadrada -1.5 -2 6 35.375 x1 4
Cc -8 -6 -4 -2 0 X -1 -2 -4 33 X2 -4
D 24 27.5 30 31.5 32 término indep -0.5 -2 -2 32.125
0 -2 0 32
y cuadr. y t. indep.

Figura 3. Hoja de Excel con la tabla de temperaturas, los determinantes y los calculos usando la
regla de Cramer para encontrar los coeficientes del polinomio.

Tabla 5. Coeficientes de la funcion que describe la distribucion
de temperaturas en la placa.

POLINOMIO
X"3 Xn2 YA2 X+Y X Y Tl
-1 0 -2 4 0 O 32

Conclusiones

El presente trabajo es solo wun
ejemplo de como abordar un problema e ir
mas alld de lo planteado en los textos, en
afan de desarrollar la curiosidad y las
habilidades cognitivas del estudiante.
También de como aprovechar la tecnologia
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como una herramienta para la labor del
docente. Es trabajo del profesor hacer las
adaptaciones o mejoras a lo aqui expuesto,
para desarrollar un disefio didactico
adecuado de éste o cualquier otro problema.
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